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本 书 深 入 浅 出 地 介绍 了 常 蕉 分 方程 以 及 二 阶 梢 加 型 、 抛 物 型 和 友 曲 齐 
偏 微 分 方程 的 最 大 信 原 理 , 阅读 本 书 仅 需要 高 等 微 积 分 知识 ， 本 书 还 安排 
了 许多 习题 ,以 便 读者 加 深 理解 . 
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为 本 书 中 译本 写 儿 名 话 


数学 的 思想 是 世界 性 的 ， 但 用 来 传播 这 种 思想 的 名 国语 诈 是 
不 同 的 ， 我 们 感谢 译 者 使 得 中 国 读者 可 以 利用 这 本 关于 微分 方程 
的 最 大 值 原理 及 其 应 用 的 著作 。 


M. H. 普 劳 特 
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在 偏 微分 方程 的 研究 中 所 用 到 的 最 有 用 而 且 最 为 人 们 熟知 的 
工具 之 一 就 是 最 大 值 原理 。 这 个 原理 是 微 积分 学 中 下 述 初等 事实 
的 推广 ， 在 区 间 la, b] 上 满足 不 等 式 > 0 的 任何 通 数 f(x) 必 
在 该 区 闻 的 一 个 端点 达到 它 的 最 大 值 ,我 们 就 说 不 等 式 扩 >>0 的 


解 满足 最 大 值 原理 ， 更 一 般 地 ， 


车 函数 在 区 域 D 中 满足 一 个 微分 


不 等 式 ,并 内 此 而 在 媚 的 边界 上 达到 其 最 大 值 ,我 们 就 说 这 种 通 数 


具有 最 大 值 原理 . 


偏 微分 方程 的 研究 常常 是 从 : 
AOA, tat AM 


已 方程 分 成 各 种 类 型 开始 的 .最 
型 方程 ,由 于 在 许多 物理 问题 


中 自然 地 提出 了 这 三 类 方程 ,所 以 ,对 偏 微分 方程 感 兴趣 的 数学 家 
们 往往 把 他 们 的 精力 集中 于 研究 并 推进 对 数学 和 物理 学 都 重要 的 


问题 .通过 研究 物理 上 提出 的 问题 来 学 习 
但 可 以 了 解 偏 微分 方程 的 历史 发 展 进程 ， 
为 什么 有 些 方 程 得 到 了 详尽 的 研 
BTM, Ars SHH, 


偏 微分 方程 的 读者 ， 不 
而 且 还 可 以 清楚 地 了 解 
究 ， 而 另 一 些 方程 则 实际 上 被 忽 
抛物 型 和 双 曙 型 方程 有 关 的 问 


题 曙 现 了 最 大 值 原理 ， 因 此 我 们 深 感 到 研究 与 这 些 原 理 有 关 的 方 


法 和 技巧 ， 对 于 偏向 分 方程 的 研 
补充 


对 于 物理 学 中 出 现 的 微分 方程 问题 、 


然 的 物理 解释 . 在 这 种 悄 形 下 ， 


直观 应 用 于 数学 模型 . 丙 而 任何 读者 学 习 


f 究 构成 了 一 个 极 好 的 引 论 和 
景 大 值 原理 递 常 有 很 自 
最 大 值 原理 可 以 帮助 我 们 把 物理 
了 最 天 值 原 理 ， 就 可 以 


了 解 重 要 的 古典 偏向 分 方程 ， 同 时 还 可 以 发 现 它们 之 所 以 重要 的 


RA. 


建立 最 大 值 愿 理 所 需 要 的 证 明 是 极其 初等 的 . 由 于 把 注意 力 
集中 于 可 以 用 初等 方法 从 最 大 值 原 理 导出 的 那些 应 用 ， 我 们 能 够 


把 本 节 写 成 适合 于 学 习 自然 科学 的 大 学 生 的 水 平 .任何 

“了 高 等 微 积分 ,部 可 以 阅读 本 书 全 部 内 容 。 实 际 上 ,任何 读者 除了 
知道 初等 微 积分 外 ,只 要 知道 线 积分 , Green 定理 以 及 某 些 关于 连 
续 性 和 可 微 性 方面 的 简单 事实 ， 就 会 发 现 几 乎 全 书 的 内 容 都 能 够 
理解 ， 

不 需要 对 解 本 身 有 任何 明显 的 了 解 ， 最 大 值 原理 就 使 我 们 能 
得 到 有 关 微 分 方程 解 的 信息 , 特别 是 在 解 的 近似 方法 (许多 科学 
家 航 感 兴趣 的 一 个 课题 ) 中 ,最 大 值 原 理 是 一 个 有 用 的 工具 .行将 
证 明 ， 本 书 不 仅 对 专业 的 数学 家 和 主要 对 数学 有 兴趣 的 学 生 是 有 
用 的 , 硝 且 对 于 那些 对 党 微分 方程 、 偏 微分 方程 解 的 数值 逼近 , 以 
及 决定 这 种 逼近 的 误差 估计 有 兴趣 的 物理 学 家 \ 化 学 家 \` 工 程 师 和 
经 济 学 家 都 是 有 用 的 . 

偏 微 分 方程 的 最 大 值 原理 可 以 专门 用 于 一 个 变量 的 函数 、 本 
书 第 一 章 就 专门 用 来 讨论 这 种 一 维 的 情形 .结果 的 叙述 和 定理 的 
证 明 是 如 此 的 简单 。 以 致 读者 会 发 现 微 分 方程 最 大 值 原 理 的 这 个 
引 论 确实 非常 容易 。 当然 一 维 最 大 信和 原理 只 涉及 二 阶 常 微 分 方 
程 ,并 不 涉及 偏 微分 方程 ， 在 第 一 章 中 ,我 们 证 明 , 古典 的 Surm- 
Liouville 理论 的 一 些 部 分 力 是 最 大 值 原理 的 一 个 直接 推论 ， 本 书 
之 所 以 包括 这 一 章 ， 主 要 是 因为 它 为 后 面 会 磁 到 的 各 种 形式 的 最 
大 值 原理 提供 了 一 个 茎 有 豚 引 力 而 又 简单 的 引 论 ， 它 还 提供 了 考 
虑 常 微分 方程 理论 中 某 些 课 题 的 新 方法 . 

在 第 二 齐 中 ,我 们 建立 碳 贺 型 算 子 的 最 大 值 原 理 , 叙 述 几 个 推 
广 并 给 出 许多 应 用 。 虽然 Laplace 方程 和 某 些 别 的 方程 的 最 大 值 
原理 为 人 所 知 大 约 已 有 百年 之 久 , 但 是 ,直到 新 近 Hof 才 建 立 了 
一 般 二 阶 椭 贺 型 算 子 的 强 最 大 什 原 理 . 我 们 给 出 的 很 多 重要 应 用 
都 要 用 到 这 些 结果 . 

抛物 现 算 子 的 最 大 值 原理 所 采取 的 形式 和 椭圆 型 算 子 的 最 大 
慎 原 理 的 形式 很 不 相同 ， 在 第 三 章 中 我 们 介绍 揭 物 型 算 子 的 
Nirenberg BURA. 然后 象 在 本 加 型 的 情形 一 样 * 证 明 可 以 
用 这 个 原理 给 出 有 关 逼 近 和 唯一 竹 的 结果 .用 来 结束 本 章 的 最 司 


sive 


一 节 是 关于 一 闫 特殊 的 抛物 型 方程 组 的 最 大 值 原理 的 . 

第 四 章 即 最 后 一 章 处 理 双 曲 型 算 子 的 最 大 信 原 理 . 这些 原理 
所 采取 的 形式 反 轴 了 双 曲 型 方程 适 定 问题 的 结构 、 对 双 曲 型 算 子 
来 说 ,无 论 是 定理 的 叙述 还 是 证 明 的 方法 都 和 椭圆 型 .抛物 型 算 子 
十 分 不 同 .特别 是 ,在 双 曲 型 的 情形 ,特征 曲线 和 特征 曲面 的 作用 
变 得 明显 了 . 

由 于 最 大 值 原理 在 如 此 众多 的 地 方 以 如 此 多 变 的 形式 包 现 ， 
使 我 们 发 现 要 讨论 某 些 原 来 我 们 想 要 处 理 的 课题 是 不 可 能 的 ， 例 
如 。 有 限 差 分 算 子 的 最 大 值 原理 被 整个 咯 去 了 ， 我 们 也 没有 提 及 
解析 函数 的 模 的 最 大 值 原理 一 一 一 个 具有 许多 重要 而 又 有 趣 的 应 
ARR. 人 们 已 经 知道 ， 有 些 阶 数 高 于 二 阶 的 椭圆 型 方程 也 
SEAR. to WM Miranda[1] 和 Agmonf1]) 我 们 决定 
本 书 也 不 包括 这 个 论题 了 ， 因 为 它 需要 偏 微 分 方程 的 高 深 技 
巧 . 

我 们 采用 的 大 多 数 记号 和 符号 是 相当 标准 的 ， Euclid 空间 中 
的 一 个 区 域 D 是 一 个 连通 开 集 。 通常 把 DD 的 边界 记 为 8D。 符号 
U 和 作用 来 表示 集合 的 并 与 交 ， 黑 体 字母 表示 向 量 ， 而 对 偏 导数 
则 采用 习 馈 的 记号 ss 和 Bw/6x。 

我 们 常用 后 面 跟 有 方 括号 的 字母 工 表示 作用 在 函数 上 上 的 一 个 
线性 算 子 .也 就 是 说 ,对 某 一 函数 类 中 的 每 个 函数 u, L 确定 了 另 
一 函数 类 中 的 一 个 函数 L[w]。 如 果 , 当 定义 了 工 [wm] 和 ZL[ws] 时 ， 
对 所 有 的 常数 a,8 BEXT Llon 十 Bw] 和 aL[w] 十 PLn], 
并 且 等 式 Liau, 十 pu] = aL[u] 十 8L[wa1 RE, 则 我 们 称 工 
是 线性 的 . 

对 于 那些 希望 进一步 钻研 本 课题 的 读者 ， 我 们 在 每 章 末 都 有 
一 个 文献 讨论 ， 它 包括 历史 参考 资料 和 有 关 本 章 内 容 的 其 它 介绍 
以 及 进一步 的 结果 和 应 用 的 一 个 指南 。 因 为 我 们 对 于 微分 方程 的 
最 大 值 原理 这 一 主题 始终 是 有 兴趣 的 ， 所 以 我 们 乐于 听 到 与 本 韦 
的 主题 有 关 的 结果 ,无 论 它们 是 旧 的 还 是 新 的 、 

我 们 要 感谢 Air Force Office of Scientific Research 和 National 


ove 


Science Foundation ， 因 为 得 到 他 们 支持 的 研究 导致 了 在 这 里 首次 
发 表 的 一 些 结果 。 

M. H. Sap 

H. F， 温 伯 格 
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第 一 章 一 维 最 大 值 原理 
第 一 节 最 大 值 原理 
ABI (0,2) 上 连续 的 函数 «(wx) 在 该 区 站 内 某 一 点 上 到 


到 它 的 最 大 值 ， 如 果 nx) 有 连续 的 二 阶 导 数 , 而 月 在 4 R e hd 
的 某 点 “ Bb 有 一 个 相对 最 天 值 , 则 从 初等 第 积 分 凑 


w(c)=0 Hw le) <0, (1) 
BERK, b), ER u 满足 形状 为 
Lia] =a" + g(x)w > 0 (2) 


的 微分 不 等 式 ,其 中 g(x) 是 任何 有 界 函 数 ,那么 显然 知道 在 (x ,5》 
中 的 任何 点 < 关系 式 (1) 不 能 满足 ， 因 此 , 当 (2) 成 立时 , 除 在 端点 
4 或 5b 外, « 不 能 在 任何 别 的 点 处 达到 它 的 最 大 全 .这 里 我 们 就 有 
丁 最 大 值 原理 的 最 简单 的 情形 、 
二 述 论 证 的 本 质 在 于 要 求 木 等 式 (2) 严 格 成 立 ; 也 就 是 说 , 假 
设 w + glx) 决 不 为 零 ， 在 微分 方程 的 研究 和 许多 应 用 也 ， 这 
样 的 要 求 是 过 分 局 眼 了 ,因而 重要 的 是 ,如果 可 能 的 话 , 就 去 掉 这 
个 限制 . 然而 ,我 们 指出 , 非 严 格 的 不 等 式 
u” + gx) 0 
容许 有 解 “一 禹 数 ， 这 种 尝 数 解 在 每 一 点 吉 达 到 最 大 值 ， 我 们 将 
证 明 只 可 能 有 这 一 种 例外 ， 
定理 1 (一 维 最 大 值 原理 )、 假设 “ 一 n(x) 满足 微分 不 等 
式 
Lila] =a" + gw 20 acrach kj (G3) 
其 中 ce) DARRA, MRE (ad) FuG) SM, MHE 


1) WYA SRILA a S r KALS 0) ATPL e <<, 


as) 中 的 一 个 内 点 < ab e ERRAK MU =M. 

证 明 ,我 们 假设 wc) = M， 又 假设 (a, 5) 中 有 一 点 4 他 
xd) < M. 我 们 将 证 明 , 这 会 导致 巴 古 ， 为 方便 计 , 令 4 > c. 我 
EXER 

ae) 一 cc 一 1 
其 中 是 待定 下 常数， 注意 到 当 “ <x < ehf le) <0, Me < 
=< bth ele) > 0h Ce) = 0. (AE 1.) 


7 
2 
ore 二 at 
图 1 
简单 的 计算 给 出 


Liz] = 2" + ge = ala + g(x) er, 

Ho 充分 大 使 当 a < = dh Lie] > 0; 即 我 们 选 “ 使 之 满足 不 
等 式 

a> —p(s)5 
由 于 e@) AF ,我 们 总 能 这 样 作 .现在 我 们 定义 

we) = u(x) + ex(x), 
其 中 8 是 一 个 选 定 的 正常 数 , 它 满足 不 等 式 
M— uld) 
<a) 

由 a(d) < M IRIE ad) > 0 的 事实 , 选取 这 样 的 8 是 可 能 


2 


的 . TEJAM acr ceh WH RRA 
ab 一 时 当 a<x<c 和 于 


由 的 定义 、 
w(d) =u(d) + ez(d) < uld) + M — ad), 
所 以 
wld) <M. 
在 点 < 


wc) = ule) + ex(e) =M. 
Fb, #B—TA TRE FM AE, HE Cb) 的 一 个 内 点 处 
达到 . 但 是 
Liw] = L[w] +eL[s] > 0, 
所 以 ,由 前 面 关 于 严格 不 等 式 (2) 的 结果 ,w 不 能 在 (a ,8) 中 法 到 它 
的 最 大 值 . 我 们 因此 而 得 到 了 矛盾 . 
如 果 上 之 <， 我们 利用 辅助 基数 


ved | 


其 中 > ge), 可 得 到 疗 样 的 结论 . 

上 述 证 明 的 关键 是 构造 其 有 下 列 性 质 的 疝 数 sx): GL] 
> 05Gi) Bx < ehfl) < 0508) 4x > e it x(x) > 0; Gy) 
ao) 一 0。 CUR AF ce, WRSEAG)MGH RA.) BR 2 k 
不 是 唯一 的 .例如 ,函数 

2E) = Ge ay —(c—a), 
其 中 心 充分 大 ,也 具有 司 样 的 四 条 性 质 . 
分 不 等 式 上 [4] <0 的 非常 数 函数 不 能 在 内 点 达到 它 的 最 小 值 . 

定理 工 的 叙述 中 关于 的 有 界 性 条 件 可 以 放松 .如果 在 每 
个 完全 在 (o,5) 中 的 区 间 bl] 上 有 界 ， 则 定理 工 的 结论 仍然 成 
立 . 我 们 只 要 简单 地 把 论证 用 于 包含 点 < 和 4 作为 内 点 的 任何 子 
区 间 [a'b] 即 可 . 注意 ,可 能 8 在 (2) 的 每 一 闭 子 区 间 上 有 界 ， 
Ws BAT ¢ Roh 则 是 无 界 的 例如,gCx) =1/- r) 在 
《一 1;1) 的 每 一 奢 子 区 间 上 是 有 界 的 这 点 着 来 性 乎 并 厅 重 要 ， 供 


ge 


是 事实 上 后 来 
RAW AR g. 

用 于 证 明定 理 1 的 方法 能 使 我 们 获得 有 头 满足 (3) 那 种 不 
等 式 的 观 数 的 一 些 另 外 的 信息 . 我 们 也 许 会 想象 (3) AIR u 能 
有 有 图 2a 所 和 未 的 疯 数 的 样子 ， 即 # 在 fe.) 上 的 了 大 值 在 达到 ， 
E w(«) 一 0， BRE, KABBRATERE. 如 果 最 大 值 在 
左 品 点 达 色 。 则 企 该 点 斜率 必 为 负 ( 网 2b); TURK EEF A 
达到 ， 则 在 该 必 为 正 (图 2c)， 下 一 个 定理 建立 了 精确 的 结 


首 多 数学 物理 微分 方程 部 有 在 定义 区 阐 端 点 上 变 成 


图 2 


定理 2. 假设 «是 一 个 非常 数 消 数 , 它 在 (a , 6) 中 满足 不 等 式 
4 十 glx)w S OJETE e 和 二 有 单 侧 导数 ,又 假设 5 EC, 5) 的 
每 -万 于 区 间 上 有 界 。 如 果 * 的 最 大 值 在 * 一 a 达到, 又 g 在 * 
一 2 有 下 界 ， 则 w《a) <0. 如 果 最 大 值 在 x 一 达到, Bee 
x= b ALR Ml a'(b) > 0, 

证 明 . 假设 Ka) =M, Yan Sout alx) <M, 并 对 
(ec2:2) 中 某 点 d RAVE Ma) <M, URE RHR 

alr) = eto —] Ht a> 0. 
HaKe Rilke > 一 《x)， 所 以 L[z] > 0。 其 次 ,我 
AVHRR 
we) — u(x) + ez(x), 
其 中 8 选 得 使 
Maud) 
e(d) 


O<ec 


WH Liw) > 0, 故 wv 在 [a,d] ADR ATEA ER TASS, 我 
们 有 

wla) = M > wld), 
所 以 最 大 值 在 点 AS), Wik, VEA a WR RT AR SIE 


wa) = ula) + erla) <0, 


可 是 
e(a)=a>t, 
所 以 
u(a) <0, 
这 就 是 所 要 的 结果 . 


和 如果 最 大 值 在 * 一 二 达到 ,论证 是 类 似 的 - 


RE. O 如 果 满足 (3) 的 函数 “在 内 点 “ 处 有 一 个 相对 最 大 
值 , 则 存在 一 个 包 食 ¢ 作为 内 点 的 区 间 Lash ERKEL (x) 
Suc), 于 是 定理 1 表明， 在 达 个 区 间 上 ue) 三 Mec)。 WE 
理 2 用 于 所 有 以 e 为 端点 的 区 间 上 ,我 们 知道 ,在 相对 最 大 值 点 上 
u(c) 的 值 实际 上 是 《存世 (a,5) 上 的 最 小 值 . 

Gi) 如 果 满 足 (3) 的 函数 # 在 区 间 《e, 2) 的 两 点 c 和 e 处 有 
相对 最 小 值 , ME a Ae, MBA TBM RAE. TE, 从 附注 
GD 可 得 eCe) = (cs), 而 且 w(x) ERN Corser) 上 是 常数 . 

(i) 满足 (3) 的 函数 不 可 能 有 水 平 近 点 .《 如 果 w《<) 一 0 而 
ERRA c 的 区 问 中 严格 增加 或 严格 减少 ， 则 称 “ 在 * 一 “ 有 
水 平 抛 点 .) 如 果 存在 一 个 这 样 的 点 ,我 们 可 选 一 个 以 该 点 为 端点 
的 子 区 间 ( 它 无 论 是 右 端 点 或 左 端 点 部 可 以 )， 在 该 区 间 上 在 点 
e 达到 最 大 值 。 于 是 与 定理 2 矛盾 . 

Cv) 对 工 [ 困 委 0 的 解 类 似 于 定理 2 的 结 昌 成 立 ， 因 和 得 到 
相应 的 最 小 值 原理 .我 们 抬 定理 2 TBR (u) 就 可 得 到 这 个 
原理 . 

《Y) 可 以 在 定理 1 之 前 证 明定 理 2， BA, FARIEY 
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MK AR? AR AI Ce) 一 0. 
KI Case) P Ceb) L TTS e 是 常数 这 结论， 
(vi) Sats L PA 2 PULTE i e WORE. He 

w+ ge) = 0, 


其 中 
Opm 当 * 产 0 时 ， 
=f 0 ， 当 z 一 0 时 

u=] t. 


因为 x 革 zx 一 0 有 最 大 逢 ,所 以 在 区 问 一 1 和 x <1 LERRET 
EEI 又 因为 w(0) 一 9, 所 以 在 [0,1] 上 也 破坏 了 定理 2。 因为 
在 (0,1) 中 没有 下 界 , 所 以 不 能 应 用 定理 1 和 2 的 结果 ， 


现 硅 我 们 来 处 理 更 一 般 的 微分 不 等 式 
CL + Ae] =a" + gee’ + hx) >t, (4) 
下 述 最 简单 的 例子 表明 我 们 至 多 只 能 期 望 得 到 一 种 修正 形式 的 最 
大 值 原理 ;方程 
bu = 0 
AR u= inr, CE r= 2/2 达到 其 最 大 值 ， 即 使 条 件 h(x) <0 
也 不 足以 得 到 一 个 不 受 限制 的 最 大 值 原 异 我 们 注意 到 方程 


w —u=0 


am 


We 


它 在 x = 0 达到 其 最 大 值 (一 2 我 们 将 要 证 明 ， 当 << 0 时 (4) 
的 非常 数 解 不 可 能 在 内 点 达到 非 负 最 大 值 。 
容易 看 出 ， 如 果 严 格 的 不 等 式 
(L + Aye} >, 其 中 天 <0 
(EAI bP RY « RAEE Ca FOAL RSPR I, 
WEE CEE AMA RIH we = 0, <0, hw <0, 
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PARRA EATI. 这 个 事实 使 我 们 能 够 推广 定 印 1 和 
2, fi DMEM 充分 大 使 〈 工 + Al > 0 外 ,万 须 乎 改变 定理 
的 任何 论证 . 
ER eM) 一 1 (或 者 , 如 果 & 存 ce 的 太 边 时 , Ba er? 
— 1) 中 的 常数 «只 须 满足 
a — wyle) + A — e7] > O 
GRE a? — ag(s) + AGP — OL > 0), 
BY kG) 0, 无论 哪 种 情形 , 选 & 使 
@—alg@)[ + kl) > 0 
REBT. WR gCx) MAG) TA, RAAT. RIE 
可 以 兰 一 次 证 明 只 要 gl) 和 h(x) FE Cab) 的 每 一 闲 子 区 问 上 有 
界 就 够 了 ， 这 样 我 们 得 到 了 以 下 两 个 定理 ， 它 们 是 定理 1 和 2 的 
推广 . 
定理 3. 如果 ue) (ER Cab) 中 洪 足 微分 不 等 式 
CL + A)al S u + gx) + hu 20 (4) 
其 中 hx) <0, MR EMA E (a, b) SAFE LAR, 又 
Bue 在 内 点 < KHERA MS 
. “=M. 
注意 ,如 果 #* 不 恒 等 于 零 , 几 满足 (4) 的 非 负 常数 M 只 有 M = 


定理 4. 假设 «起 微分 不 等 式 (4) 的 非常 数 解 ,在 a 和 4 有 单 
MERA) <0, 111 8 和 如 作 (a,6) 的 每 个 闭 子 区 闻 上 有 界 . 如 
果 w 在 点 有 非 负 最 大 值 , 昌 耳 数 gCx) 十 (x 一 a)h(x) 在 x 一 a 
ATH Mao) <0, MRR’ AEA, HAR g(x) 
一 C5 一 x)4(x) £2 = b REAM Ww) > 0, 

为 把 定理 2 POUCHES Bese 4, 我 们 只 需 注意 

(Ch + bbe! 1 Lae ay AC — ee] 

StL eg + als — aad. 

Wee. WIR fela, PWE, HOR AG) <0, WME uE 
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Lab] EER, LÉ ua) <0, ub) <0, WE (a,b) 中 x) < 
DRE # = 0, 


习 a 

1. FURR =( = (x 一 人 一 (一 人)" RB aC) = et) 一 1 来 证 
PEEL 

2RR = cose 满足 n” ew 一 9 Hit g(x) = ete, 然而 +# 
fix = 0 FRAKE REFERRE. RRM, CE r = OF KER JiR 
REA u taa 的 微分 不 等 式 ， 

3. 证 明和 如 果 当 0 << + et = 一 x*， 则 + 不 能 在 (0,1) 中 这 到 
Bue. 

4 TEM] ww" 一 2cos(u’) = 1 的 解 不 能 到 局 部 最 六 值 . 


5. 31a 
a peu ml YO ae <I 
#(0) = 1) = 4, 
TAEI IRRA EE. FEAR " (0)> 0,0 (1) <0, 
o BRARSK 


u” + (axe + (PIE), oe <1, 
其 中 a 和 6 ER. 对 怎样 的 常数 «。 和 8 可 以 应 用 定理 3 和 4? 考虑 用 形 
状 为 4 = 的 解 来 鉴证 你 的 结论 如 果 区 间 是 一 1< = <1, RM 
a? 


第 三 节 广义 最 大 值 原理 


我 们 来 研究 微分 不 等 式 
(L + Aul] =u” + gd + he 0 Tr, (1) 
而 不 要 求 h(x) 非 正 ， 假 设 我 们 能 够 找到 一 个 函数 w, EH La, b] 
上 有 连续 的 二 阶 导数 ,并 满足 不 等 式 
ww 之 0 在 [a,5] 上 ， 2) 
CL+ byw] KO F(ab), (3) 
我 们 定义 新 的 因 变 量 


简单 的 计算 给 出 
(L + Alul] = (CL + blow 
= we" + Cw + gw) + (CL + hwlr SO, 
RUES w, 我 们 看 到 v 满足 微分 不 等 式 


”+ (2 ee) the +Alwle > 0, (4) 


当 (4) 连 同 (2) 和 (3) 一 起 考虑 时 , 不 等 式 (4) 表 明 o = w/w WEE 
理 3 和 4. 

上 述 论 证 有 赖 于 满足 (2) 和 (3) 的 函数 ”的 存在 性 ， 现在 我 们 
来 证 明 如 果 AKx) 有 界 ,g(x) APR MARL oe, 则 存 
在 满足 不 等 式 (2) 和 (3) 的 函数 w。 事实 上 ， 如 果 适 当地 确定 常数 
,这 样 的 函数 可 让 


田 一 1 一 Br 一 中 《5) 
给 出 . 为 证 明 这 一 点 ,我 们 计算 
(CL +A] 一 一 28[1 + Ce agla) 


+ 2G = aR) + 4G). (6) 
根据 候 设 ，g8 和 4 都 有 下 界 ， 因 此 存在 常数 G 和 如 使 六 G 和 
ADH, RIRE a Me 靠 得 如 此 之 近 , 以 致 当 4a 委 * 委 有 时 ,有 


1 二 人 一 0G 二 二 位 一 四 > 


XH A) 也 有 -上 界 , 我 们 可 选 使 


p> 1 A(x) 
“2 1 l 
1 +(x—a)G + race) H 


于 是 ,因为 (6), 在 (a,5) 中 我 们 就 有 《L 十 hel <0, WREKE 
《8 一 a) 充分 小 ,使 得 
Bay al, 


WAG)ENMELG blbe 0, 这样 。 RAN EROINA 
co SATUS BERN. 
MEMES HT THO REARS, 
EHS, RHET L+ ACEI, Hh AG) 有 界 而 gC*) 
有 下界， 对 任何 充分 短 的 区 闻 b] 可 以 找到 满足 (2) 和 (3) 的 函 
Bow. 那么 ,如 果 * 是 在 (a,5) 中 满足 (1) 的 任何 函数 ,出 函 数 4/w 
就 满足 在 定理 3 和 4 中 给 出 的 最 大 值 原 埋 。 


附注 .定理 5 表明 满 足 (1) 的 函数 * 不 能 振动 得 太 迅速 ,因为 
如 果 在 它 的 两 个 零点 * 二 4 和 x 一 5 之 间 # 之 0, 则 w/w 在 s,6 
之 闻 必 有 正 最 大 值 . 所以， 除非 这 些 零点 之 问 的 距离 一 “大 到 
使 定 埋 5 不成立, 否则 定理 5 就 被 破坏 了 . 这样 一 来 ,我们 发 现在 
使 定理 5 成立 的 尾 何 区 间 (a,2) 中 至 多 能 有 两 个 零点 (在 它们 之 
E « 是 负 的 ). 

如 果 z# 是 方程 u” 十 glz)w + hx)w 一 0 的 解 ,我 们 可 把 
样 的 推理 用 到 * 和 一 上 上 去 ， 从 面 发 现在 使 定理 5 成 立 的 任何 
间 (e,2) 中 «至 多 能 有 一 个 零点 . 


Moa 


设 (xw) 是 微分 方程 
r” + glr + Ar = 0 (7) 
的 解 ,其 中 8 MA RAR MM. 假设 + KESTE ME 
r(a) = 0. 
按照 定理 5 后 的 奉 注 ， 我 们 知道 在 右边 某 个 距离 中 不 能 等 于 
F. WREE a Ms SEAN, 我们 用 o* KER -TER 
并 称 之 为 4 WIR. AL, EKE, a*) 中 r 同 号 ,为 方便 起 
见 ,我 们 假设 当 e < r 之 a* 时 
r(x) > 0, 

若 在 La,a*] 上 w > 0, 则 函数 r/w Eo Mat HS, ME Ce, 
a*) 中 为 正 . 因此 r/o 在 《asa*) 中 有 -- 最 大 值 . 所 以 , 按 定理 5， 
儿 不 能 满足 (37。 另 一 方面 ,如 果 二 是 (aa*) 中 任何 一 点 ,那么 可 
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DAB w， 使 rjw 满足 定理 5 RAR. 为 证 明 这 一 
点 ,我 们 首先 注意 ,在 包含 于 (se*) 中 的 任何 隔 区 加 Le, 6] 上 re) 
以 一 个 正 数 为 下 内 ,从 而 ,对 充分 小 的 & > 0 PBC 
we) = r(x} + el2 — 9] 

在 [ee] EEEN., Ekai (L HAM — 8] o E (a, 
ORAL DBA e BREE RE 5 成 立 的 一 个 函数 . 

我 们 得 到 结论 ;如果 o* 是 “的 点 ， 那 么 , 当 且 仅 当 4 < 

* Th, REN pu > 0 使 得 定理 5 次 XH [a,b] 上 成 立 . 如 果 
re) LORIN E Ca) 一 0 的 解 ] 在 < 的 右边 没有 零点 ,我们 可 令 
a* = oo ,于 是 定理 5 在 任何 区 间 [4,81 上 成 立 . 

如 果 ACH) 无 界 或 8 无 下 界 , 则 可 能 不 存在 使 定理 5 成立 的 区 
Hlad]. PUA, KZ 

` 1 
u= sin (4) 


abe te 0, 
BABE « 在 x 一 1/nx,n 一 1,2,"** 上 等 于 零 ,所 以 不 可 能 存在 
具有 下 述 性 质 的 函数 w 0: 在 任 一 区 间 [0,1jazj]yn = 1,2,--+ 
中 w/w 满足 最 大 值 原理 . 


满足 


习 题 


1. 试 求 下 述 问 题 的 解 
u” + uc, —A/4< + caja, 


eA (2) 
并 验证 "在 《一 *14*f4) PRERA */ cos rAr ARE 
2. 假 设 在 (0,6) 中 u + Ccosejem0, Rw = 1 — pe, RRB 
和 «的 值 使 得 w/w 在 (0,c) 中 满足 定理 3 
3, 证 明 s” + 二。 的 解 不 能 取 大 于 1 的 最 小 值 或 小 于 1 的 最 大 值 . 
+ TRH CE x= o MDE | = 关 满 足 形状 为 和 eee 二 0 RT, Lt 
He CR ANTM: 定理 5 中 有 界 姓 的 恨 设 是 本 质 的 . 


ele 


第 三 节 初 值 问题 


我 们 感 兴趣 的 是 
Wb geal + hr) = fle) (1) 
的 满足 初始 条 件 
ule) =F ula) =r (2) 


的 解 。 函 数 j,g A A ERA (a,6) 上 给 出 ,其 中 & 和 加 有 界 ; 7, 和 
力 是 给 定 的 常数 。 当 (1) 在 区 间 (asb) 中 演 足 条 件 (2) 的 解 已 被 确 
定时 ， 我 们 就 说 初 亿 间 题 有 解 

这 种 初 值 问题 解 的 存在 性 可 愉 常 微分 方程 的 一 般 理 论 得 出 . 
这 种 解 的 叭 一 竹 , 虽 然 也 是 一 般 理论 的 一 个 推论 ,但 是 却 容易 从 广 
义 最 大 值 原 理 得 到 ， 下 个 定理 给 出 了 主要 的 结果 . 

定理 6. 假设 wm(z) P mC) 是 (1) 在 区 间 (0, b) 中 的 解 ， 而 
且 坟 和 二 满足 同样 的 初始 条 件 (2), 则 在 (6.5) h u = a, 

ER. 定义 s(x) 一 w(x) 一 ae). 于 是 4 满足 方程 

u” + gau + hx)# = 0 


和 初始 条 件 
ala) = u'a) = 0, 

MERE “E (ab) 中 不 恒 等 于 零 , 我 们 将 得 出 矛盾 . 

根据 定理 5, 存 在 s > 0, 其 大 小 只 依赖 于 8 ALA, 并 存在 一 个 
ERR w, 使 得 w/w 在 区 间 (a,a + e) 中 的 最 大 值 必 在 端点 处 达 
到 .我 们 还 注意 到 一 满足 同一 方程 并 有 同样 的 初始 条 件 。 因 此 
再 由 定理 $ 可 得 一 x/w 的 最 大 值 必 在 一 个 端点 。 或 < 十 8 处 达 
到 .因此 ,w/w 的 最 大 全 或 最 小 值 必 在 a 达到 . 但 是 在 * 一 。 


(2) = 0, 


由 于 wjw WEER RTS n/w ERR AH x(a) 一 0， 
这 个 常数 就 是 零 , 兄 * 在 区 间 [eye +e] LETS, 特别 有 
ETE 


ula t e)= 0, wate) = 0, 
现在 我 们 可 以 重复 这 个 论证 ,并 得 到 : Æ le + 2,0 + 26) H u= 
0, 因 为 8 RRT e WA EC DJAR, RA E 的 大 小 不 变 . 我 
们 只 要 把 这 个 过 程 进行 有 限 次 就 可 推出 在 (ae 中 x SO, 


3 题 
1 AEREE 


wd ny 
7 


uo) = n'(0) = 0 
TRB = OMe = **, 并 得 结论 ， 定理 6 h e REES 
DOR TARE AG) 使 方程 w+ Meye = 0 有 两 个 解 满足 wo) = w (0) = 


3. 证 明 初 值 问题 
a’ peel Ye > ow, 
(0) = Ise(0) =0 
至 多 有 一 个 解 - 
提示 : 利用 平均 信 定 理 : WARNE O < 6 < 1 的 8 
i — ea = Cn, et 
建立 4 一 生 所 满足 的 问题 . 
4% Tu]ee + ee + Kju a Sh, Beh AAT BR 
在 (es 中 m PEE L420, fi a 满足 LE MRE E nan, 
RH uha) = ua) ula) = ua) RERE Ch mEn, 


第 四 节 边 值 问题 


最 简 半 的 边 值 问题 是 在 区 间 《s:5) 中 确定 方程 
w” + gr) + AGe)a = f(x) G) 
RI Al 
ula) = Y ub) = 7 (23 
WH. 方程 (1) 满足 《2) eB RAMEE 


be 


A, E LRT RLE Te ee Ue 
uw 十 w= 

在 0ssz Sa LHR u = sing Mla, = 0, TMH 是 边界 条 
件 (0) = ulr) 一 0 下 面 的 结果 给 出 了 边 信 癌 题 最 简单 的 唯一 
性 定理 之 一 . 

ERT BH aG) Ala) 都 是 (1) ATR EOY 
AR, REC DE AG) <0, m = m, 

TA. 设 w(x) 一 w(x) 一 wa(*), 则 《满足 方程 

WT gu + hleu = 0 G) 


和 和 边界 条 件 
ula) = ub) = 0, 
HE SE RE 3, 我 们 知道 在 Ca,5) 中 w(x) 魏 0， 因 为 函数 一 *(se) 满足 
同样 的 方程 和 辐 样 的 边界 条 件 , 我 们 也 可 把 定理 3 用 于 一 xz) 并 
得 到 在 Ca,2) 中 一 # 把 0。 所 以 ,在 (a,5) 中 «二 0， 
现在 我 们 米 研究 更 一 般 的 边 值 间 题 , 它 包含 边界 条 件 (2) 作 为 
PRE. BAS BO BRA 
—x'(a)cos0 + ulasin? = 4, } (4) 
ub)cosp + ub)sing = y 
的 解 ,其 中 7,,7;,9 和 中 都 是 给 定 的 常数 ,并 且 9<9 S 2, 0S 
o Sall, 注意 当 8 一 由 一 x/2 时 条 件 (4) 化 为 条 件 (2).。 
EES Gilat) a) 是 (1) 的 满足 边界 条 件 (4) 的 解 。 
‘如 果 在 (a,5) 中 AG) 0A, RA = 0,0 = b= 0N a Bae 
FE Sb = wm. 
证 明 .， 和 前 面 一 样 ， 定 义 “一 和 一 ws。 于 是 * 满 足 (3) 及 这 
界 条 件 


—u'(a)cos6 + x(a) sin? = 9, } (5) 
u'(b)cosp + ub)sing = 0, 
MAM4A=0,0-0M oO, 伍 SRN BR = 
如 黑 我 们 假设 #* 在 某 点 上 为 正 的 非常 数 
W RICEHE, 3, s$ aR o RS IAA, 


We 


假 丰 皮 大 策 在 点 达到， 我 们 可 用 定 埋 4 断言 nCa)》 <0, 因为 
0S6<a/2 H a) > 0, 于 是 破坏 了 (5) 中 的 第 一 个 条 件 ， 类 侯 
地 , 如 果 最 大 值 在 点 5 达到 , 则 破坏 (5) 中 的 第 一 个 条 件 ， 我们 可 
得 任何 非常 数 解 决 不 可 能 为 正 。 把 同样 的 推理 用 于 一 * 就 证 明 * 
决 不 能 为 负 . 因此 ,在 [4,81 上 «三 0, 

虽然 不 限制 Xx) 为 非 正 ， 也 有 可 能 建立 边 全 问题 的 唯一 性 ， 
但 是 ,在 讨论 所 包含 的 确切 条 件 时 必须 小 心 谨慎 ， 例 如 , Age 一 
a 一 x 简单 方程 


E 


we bud 

当 边 界 条 件 是 Ma) = ul) = 0 Re 0, 另 一 方面 , 我 
们 知道 如 果 一 。 一 =， 这 个 结果 就 不 对 了 .应 用 定理 5 给 出 的 
广义 最 大 信 愿 理 可 得 到 这 种 情形 的 特殊 结果 . 

定理 9. 假设 w(x) 和 w(x) 是 (1) 的 满足 同样 边界 条 件 (27 
的 解 ， 如 吴 5 < a*, 其 中 a* E a RRN a = 坟 。 

除了 要 用 到 定理 5 给 台 的 最 大 值 原理 外 ， 定 理 9 的 证 明 不 过 
是 重复 定 还 7 的 证 明 、 注意 由 共 辑 点 的 定义 可 知 , 当 上 一 a* WAG 
RAW. 


3 题 
CORTE 
Wum O< e <1, 
=e (0) + (0) = 0, 
wl} =1 
we. 
2. 求 a = 1 关于 微分 方程 
a + w + te =O 
WIR, 
SRY) eA Ral, 使 得 在 这 些 区 问 中 , Be ER a pty 
Fa PUES ME 9 用 于 方 和 
CEt H Lje — Ren 2 
WR, 
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Ba ” 边 值 问题 中 的 下 近 


假设 我 们 要 求 方程 
CL Falu] + gle)’ + au = fe) Beri 
a) 
EWR 
ula) =r ub) 7; (2) 


的 解 ， 在 大 多 数 倩 形 下 ， 求 出 这 样 的 显 式 解 是 不 可 能 的 .人们 常 
常 希 望 用 能 得 到 显 式 误 差 估计 的 方式 来 远近 一 个 解 . 这 种 逼 近 等 
价 子 确定 解 的 值 的 上 \ 下 界 . 

我 们 假设 函数 j,g 和 大 有 界 , 并 且 首 先 假设 在 (a;67 中 心 鹤 0. 
在 这 种 情形 下 ， 不 需要 解 * 本 身 的 任何 确切 知识 也 能 够 应 用 定理 


3 中 的 最 大 值 原理 来 得 出 解 < 的 界 . 
假设 我 们 能 求 得 具有 下 述 性 质 的 函数 al): 
CL +AT SI) Be <*# <li, B) 
2(a) 27, 26) =r, (4) 
则 函数 
ole) = ule) — (x) 
WE 
(L + 4)[»,) 20 

i 


wa) <0, vb) <0, 
第 一 节 定 理 3 中 给 出 的 最 大 值 原理 可 用 于 Jtn: 在 fa,81 上 
oO, HBR 
Wx) 和 ax) Masri 
函数 zle) 就 是 eG) 的 一 个 上 界 . 
类 似 地 求 一 个 函数 zu(x) 具有 人 性质: 
CL + [sl > (x) 
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aLa) ET b) E T 
就 可 得 至 = 的 一 个 下 界 . SKE Ge) 一 uG WE 
明了 
ule) > 2,(x) Mace coi. 
窒 易 构造 具有 所 要 求 的 性 质 的 函数 2.6), 2G). 我 们 可 以 
利用 多 项 式 ,有理 函数 ,指数 函数 等 等 ， 例如. 我 们 可 令 
z(e) 一 A{2 — et}, 
HREAN efi sa(z) PEGI). Hee HAM ee So 
时 
CL ALE AO] = Ca? — ag + Ae rn > 0, 
我 们 月 关系 式 
k= ymin [Ca — ag + hye re] 
来 定义 常数 和 ,并 选 4 使 


4 max] ys Tos max 时 ， 
qo 


ARABS AMR, 对 刚才 所 选 定 的 4 Ma, Bi 
数 zz) = {2 — ee} 满 是 (3) 和 (4)。 
BT WATE PR RTE 
mx) = BI — eer}, 
其 中 & 和 ztx) 中 所 选 的 一 样 ,而 8 是 四 个 数 中 的 最 小 数 


8 = min [ro Tad mia 1), ol. 


那么 
B{2 — eo) Se) SAL2 — eo} Hae Som, 
il, a SRNA 


OLS 2mm [lah aE mas, GO]. © 
第 四 节 中 对 于 站 私 0 的 边 值 问题 的 唯一 性 定理 可 以 (5) 得 到 ， 
因为 fOr 0 HB ee Soe =o, 
BUR eC), (205% iid a RE BA Sia 


vive 


B+ goa + ACT =F), 
ala) = 71, alb) =F 
ROWE WIZ 一 五 满足 
(umn) + glu — aY + lu a) =F 7, 
Ma) — Ha) = 7 — PasalB) — Wb) = — Fae 
不 等 式 (5) 表 朋 
JaC) — EC) | < 2max [i7 — 73hb (7 Pj 
1 _ 
二 mo 一 Fo、 
所 以 ,如 果 量 
In-7lsla—- Als max, |G) -ol 
RUD WRH A APATHY x, uC) — aCe) | 也 很 小 . 在 这 
种 情形 下 ,我 们 说 问题 (1),(2) 的 解 迁 续 依赖 于 0 和 边 值 *， 
Ta 
为 表明 实际 上 可 以 怎样 得 到 解 的 显 式 界 ， 我 们 来 给 出 一 个 例 
a. 
a. 个 计 
u" — xn = 0 HO <lh 
和 
10) = 0, x1)—1 
的 解 在 = 一 > ARE, 
这 时 选取 多 项 式 作为 比较 函数 a 和 z; 是 方便 的 .我 们 令 
z= xri n= r pll —x), 
TERRE 20) = 20) = 0, a1) ~ 21) = LF 
(L+ Aled <0,(L + Ala] = e t pl tl a)l 
当 opin, 
我 们 选 8 = 1/2 并 得 到 
SGA) Ku) <a, 
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特别 在 * = 1/2 处 有 


3 的 < 


Bu E) 一 0.4375 二 0.0625, 所 以 我 们 得 全 误差 不 超过 15% 的 
m. 实际 上 # (+) = 0.4726. 


现在 我 们 研究 第 四 节 中 讨论 过 的 比较 -Ah piet fd i e 
HOMIE. Riko RWB 
(Lt Ayal Eu” + gee + hleu = fr) Kae cont 
Co) 
满足 
—u'(a)cosé sn = na C) 
u'(bjeos + alhb)sinp = Ya 
的 解 ,时 0 和 中 是 给 定常 数 ， 我 们 假设 
0<O<xj2, 0S p<x/2, A(x) SO, 
与 比较 简单 的 两 点 边 值 问题 作法 类 似 ， 我 们 寻求 上 有 以 下 帐 
RMVB 2): 


(L +i] Sje) 4oece<om, (8) 
—2z'(a)cos8 + 2,(a)sind = 7, } @) 
zi(b)coso + 2,(b) sind S Ya 


TERK n 三 4 一 2 满足 
(L+ Aye] 20, 
—vi(a)cosd + o,(a)sind <0, 
vi(b) cos + vb) eos SO, 
QUE o 是 正 的 ,定理 3 说 明 它 的 正 最 大 信和 在 4 或 5 达到 ， 若 在 a 
达到 ,我 们 就 有 nla) > 0,viKa) <0. 因为 
—viCa}cos@ + 9,(a) sind <0, 
RYO = 0 和 wv'(o) 一 0 时 这 才 可 能 . 于 是 定 理 4 KH nle) 
是 一 个 应 常数 ,因此 蕴涵 着 有 二 0 


。19 。 


类 似 地 ,因为 
videos + v6)sing S05 
n RHE 6 ERK, BRR om OBA 0 RIE: BR 
SFO RMA RETER S 0 就 有 a) 所 4， 也 就 是 说 
COESION 


类 似 地 ,如 果 22 满足 不 等 式 
CE + Aya] > 7), (10) 
—ea)cos? + aein Su} ay 
2(b) cos + sb)sing < Y 


又 如 果 上 不 恒 等 于 零 或 9 和 由 不 全 为 零 , 则 
u(x) > x(n), 
这 样 一 来 我们 得 到 有 关 通 近 的 如 下 结果 . 
定理 10. 假设 alx) 是 (6) 的 满足 边界 条 件 (7) 的 解 ， 并 用 
h(x) 0,0 <6 <a/2,URO<p <a/2, 又 假设 并 非 所 有 的 等 
A 6 一 0, 中 一 0, 二 0 BRU, MR a) 满足 条 件 (8),(9)， 
又 a(x) 满足 条 件 (10),(11), 则 
ale) Su) < ale). ， 

容易 在 多 项 式 , 指 数 等 等 形式 的 函数 中 找到 满足 定理 10 条件 

的 具体 的 函数 x 和 z;。 我 们 给 出 一 个 例子 , BRAT AERE H 


定理 10， 
例 . 求 边 值 问题 
u” — ru = 0 HO <I, 
—n'(0) + u(0)— 05 
a(1)—1 
的 解 在 * 一 1/2 的 上 ,下 界 . 
我 们 令 
as- (+x), 
于 是 


(LH be +s) <0, 
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æv 


—zk0) + al a)l, 
对 a FR AE TK AK 
并 求 得 
(L+hial=C(—xeT! 2d, 
20) + 20) =0, a0) =i. 
因此 


e sue) SU +a), 


工 
2 


Hilde es, 


Ru (4) = 0.6782 40.0718, [Seb “ (4) = 0.6783, ] 当然 ， 
选取 更 复杂 的 函数 作 = 和 ROTRS AOR. 

现在 我 们 来 去 掉 ASO, 06 <x/2, 0K 6<a/2 HE 
设 ， 如 果 必 要 , 用 (一 1) 乘 以 (7) 中 的 边界 条 件 ， 总 可 使 cosd > 0 
和 cosp > 0. 这 样 一 来 ,不 兴 一 般 福 ,我 们 可 设 一 x12 SO 所 xj2， 
一 z/2 Sb <x/2, 

为 了 利用 第 二 节 的 广义 最 大 值 原理 ,假设 我 们 能 够 找到 满足 
下 列 不 等 式 的 一 个 正 函 数 we): 


(L+ Aol <0 在 (a,5) 中 ， a2) 

~w'(a) cos8 + wane 0} a3) 

w'(b) cosh + wb)sing 2 0, 
我 们 令 
u“ 
on, 
并 得 出 = 必 满 足 
va (22 +2) v+latalww=t, 
ve wW w 


2l 


—v (a)wta)eosd + v(a)[—w'(a)cos0 + ule)sing] = Yis 
v'(b) wld) cosh + oC bE w'(d cosh + w(b)singg] = 12, 
我 们 可 把 这 些 方程 写成 (6) 和 (7) 和 的 形式 ， 


(Lt Wel + Gr + Ho mt ， (14) 
—v'(a}cos6 + o(a)sind = my as) 
o'(b)cosh + ob) sind = Fry 


其 中 H=(L+ A) wl]w <0, G= Quw'jw)t g, 


g [—w'(s)cos@ + wa) sinO] > 0, 


1 
wa) cos? 


gg [w'(b)cosp + w(b) sing] > 0, 


-i 
w(b) cosp 
F, = 7,cos8/w(a)cos8,7, = Tacos Bi w(b) cosp. 
和 由 (13) 我 们 可 在 0 <8 <a/2, 0S F <u? HRPM AS. 
《如 果 9 一 #12 我 们 令 了 5 一 /2, KME p= f2, RI F = 
#12.) 
假设 存在 [ey6] 上 的 一 个 正 函数 w(x) 满足 条 件 (12) 和 (13). 
如 果 和 2, 分 别 满足 条 件 (8),(97 和 (10),(11) ,那么 函数 


ži Re 


MANBUD RAHA CSR RE. BL É 
ERW ARIE G=5=0 且 万 二 0, 我 们 有 不 等 式 

aE < OL < am 

wa) wE) ao 人 se) 
当 不 等 式 (12) 和 (13) 都 成 为 等 式 行 , 才 出 现 例外 情况 ， 所 以 ,如 果 
存在 一 个 满足 (12) 和 (13) 的 正 防 数 wo) :但 它 并 不 使 所 有 的 不 等 
式 部 是 等 式 ,我 们 就 得 到 和 以 前 一样 的 界 

aCe) Sule) Sai), (16) 

AUR re jh AEE E SA THA HAS ADAG, Bed 

RA AE oA Me RNC 6) C7 ie e E A 
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一 个 和 解 。 即 解 不 叭 一， 当然 也 可 能 完全 没有 解 , 但 是 ,如 果 至 少 训 
一 个 解 ,那么 就 有 许多 解 .当然 并 非 所 有 这 些 解 都 满足 (16)、 
如 果 对 (6)》,(7) 的 时 不 等 式 (16) 成 立 , 则 


CL -bayw] =0 £ (a,b) h a7) 
REAR R 
—w'(a)cos8 + w(a)sin® = n) (18) 
w'(b) cosh + wb) sings = 1 


的 解 必 非 负 ， 选 = 0 就 很 容易 证 明 这 一 点 。 如 果 在 一 内 点 处 
w 一 0， 在 该 点 我 们 也 有 o 一 0。 初 值 问题 的 唯一 性 定理 落 诅 着 
三 0， 这 破坏 了 边界 条 件 (18)， 所 以 不 能 在 内 点 等 于 零 。 如 
果 儿 在 一 个 端点 ,例如 在 点 ”等于零 , 则 (18) 中 的 第 一 个 条 件 变 成 
w'《a)cos9 二 一 1; wiAR EARS wa) > 0, FM. 所 以 
wa) > 0, 类 似 地 有 w) > 0, Alb. la, bl bw > 0, 

在 问题 (17),(18) 有 解 的 假设 下 ,我们 已 经 建立 了 如 下 结果 . 

定理 11. 设 * 是 (6);《7) 的 解 ， 其 中 一 z12 <6 S a2, rl 
2 过 四 所 zx/2. 设 % 和 分 别 满足 不 等 式 (8),(9) 和 (10), (11). 
那么 , 当 且 仅 当 在 [sa,5] 上 存在 一 个 满足 不 全 是 等 式 的 不 等 式 (12) 
和 (13) 的 正 函数 汉 时 ,估计 式 

a(x) S a(x) < zl) (19) 


成 立 - 

WERSI SO Sx/2 RO<p<a/2, UBM w=1 y 
足 条 件 (12),(13), 从 而 立 奸 得 到 定理 10. 

六 数 志 在 不 等 式 (19) 中 并 不 出 现 , 内 而 ,得 到 这 样 的 定理 是 有 
意义 的 ,在 该 定型 中 完全 消去 了 w， 并 有 卫 提 供 了 保证 2 和 *; 成 为 
上 上、 下 界 的 条 件 。 下 一 :个 结果 给 出 了 这 种 情形 成 立 的 一 个 必要 关 

定理 12. 假设 2.(*) 和 s(x) 分 别 满足 不 等 式 (8)，C9) 和 
《10),C11), 而 县 并 非 在 所 有 条 件 中 等 号 上 成立， 设 gx) 在 每 个 区 
Wiese) 上 有 下 界 ， 而 在 每 个 区 闻 leo bl LALR, 其 中 << 
Kh, ule) 是 C6)，《7) 的 解 ， 部 么 , 当 且 仅 当 对 4 Se OH 


3 


i) Saye) 上 时， 估计 式 
a(t) Sur) < z,(4) (20) 
成 立 . 
证 明 . 如 果 (207 成 立 , 则 显然 有 a) <a). WERE 
Be) 一 224) 非 负 ,必须 证 明 (20) 成 立 。 如 果 
qe) = z(t) 一 a(x) 
在 la,68] LP RATE, BARAT 4 作为 定理 PRR w, 
所 有 的 要 求 它 都 满足 ， 从 而 (20) 成 立 、 因 此 ， 我 们 只 需 研究 4 在 
(a,b) LAS aK A EE. 
HEGO COMOL), & 满足 不 等 式 


(L +A] <0, 《21) 
—q'(a) cos? + q(a)siné > 0, } (22) 
gb) cos + gb) sin p 20, 


H BARRA, FIRER FE A CL) (22) Mae 

首先 假设 在 内 点 “处 (eo) 一 0， 于 是 & 在 “ 有 局 部 最 小 值 ， 
Aili a'Ce) 一 0。 从 害 埋 6 我 们 可 得 结论 9 = 0。 这 样 在 所 有 的 
条 件 (21),C22) 中 等 号 都 成 立 ,与 我 们 的 假设 矛盾 . 

仅 存 的 可 能 性 是 在 (a,8) 中 4 > 0 而 在 一 个 端点 4g 一 0, 例如 
在 xz 一 :4 一 0. 于 是 根据 定理 5,4(o) > 0. 但 这 就 破 环 了 (22》 
中 的 第 一 个 不 等 式 ,除非 9 一 2/2, 类 伏地 , Ha 在 5b SPS, N 
中 必须 等 于 =/2， 若 ?在 一 个 或 两 个 端点 为 零 ， 那 么 它 不 满足 定 
型 11 中 对 ?所 要 求 的 条 件 。 在 这 些 情 少 下 ， 我 们 将 机 正明 或者 
(21),《22) 中 所 有 的 等 守 部 成 立 ,或 省 我 们 能 够 找到 一 个 labi 上 上 
WERN w(x), 它 能 够 用 作 怀 埋 11 A eB 

我 们 首先 考 起 a) = 0 if go) > 0 的 情形 ， 如 我 们 上 面 记 
We p= 2/2, 我 们 构造 满足 

(L+AIr] =0, 
rla) = cos, r'(a) = sing 

HER r). 如 果 9 天 了 /2， 则 ”在 “为 正 , 又 兰 9 二 x/2, 我 们 
有 r(a) = 0, WE * = a Hr > 0。 
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坝 在 我 们 定义 函数 
ole) = 2&2 Harbi 
al) 


并 注意 v) S0 及 
vla) = Ka) — Carto) -Ca)sing 一 Ca)cosg > g, 
Igla)? [q(a)P 

因为 (L + AM r] = 0 MCL +AMGI <0, rE- -个 ”的 系 
数 非 正 的 二 阶 常 微分 方程 。 这 样 ， 根 据 应 用 于 形状 为 [a,c] AE 
何 子 区 间 的 定理 3 和 4, 或 者 v(c) > ola) Bole) > 0， 或 者 在 
BP FRI Lasc] 上 v(x) = ola), EREE, Cab) PH 
BA r(x) > 90。 我们 将 要 证 明 还 有 r) > 9. 

WRA La, 6] 上 v(x) = ofa), 则 9 与 > 成 比例 ; 因此 有 
CL +A)Lq] 一 0 和 一 g(a)cos9 + g(a)sin9 一 D9， 由 于 等 号 不 
在 所 有 的 条 件 (21) 和 (22) 中 成 立 , 于 是 出 此 得 出 9(8) > 0, SR 
设 予 盾 。 这 样 一 来 对 Ca,6) 中 基数 <, 我 们 必 有 

ve) > Xa Sd R v's) > 0 Ye Bem, 


现在 


令 


be) 279 一 gr 
从 的 微分 方程 和 4 的 微分 木 等 式 我 们 求 得 
$+ gph) = —rCL + Ag] > 0, 
Fe AER ie tlk gS MRNA 


d 
k =--M; 
dz log 由 


内 此 
PE) D ble eM OL 
Fall 
$b) 2 Cede MO > oO, 
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因为 p= rg gr MI 496) 一 0，9《&) <0, 由 此 可 得 6) 
> 0, ARTA EAE RIA a,b] Lr > 0, 此 外 ,《 上 十 
Alri ~ OR 
—1'(a)cos8 + r(a)sind = 0, 
因为 由 一 2/2, RIA r'Cd) cosh + r(b)sinp = r) > 0, 从 
而 函数 wx) 一 ge) 十 r(x) 满足 定理 11 ER, 
如 果 ga) 一 0 而 gC) > 0 我们 可 类 似 证 明 
( 工 十 人 [一 0 
s(b) = cosp, 
sb) = — sin 6 
的 解 人 在 [a,5) REEI, ATA w= g t s 满足 定理 11 的 条 件 . 最 
后 ， 如 果 8 一 由 一 zf12 K gla) = Kb) = 0, 我们 发 现 除 x 二 a 
Shr > 0, 而 除 * 二 5 外 :之 9, 所 以 ww 二 7 十 :满足 定理 11 的 条 
t. 


ME. (i) 如 时 对 所 有 的 条 件 (8),(9) 和 (10),(117 等 号 成 
则 za 和 2, 两 者 都 满足 (6),(7) 的 所 有 条 件 . 如果 z M a RRN] 
我 们 知道 解 不 叭 一 ;如果 z = 六， 旭 解 可 能 唯一 也 可 能 不 唯一 , 

Gi) 从 证 明 中 容易 看 出 ， 在 端点 的 有 界 性 可 用 以 下 条 件 代 
Be 在 (;5) 的 每 个 闭 子 区 间 上 有 界 , 当 emo Seas 有 上 
FS a< aki fogle 有 下 界 ， 其 中 c Me, Bo, 的) 中 的 
ATA. 


3 题 
LIR 
0 Moe cits, 
#0) = 1, #1) =0, 
Wage + 
ste(2) tk, PR 
2. 


wo 3w an =P BUS <1 bt, 
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= (0) + e0) = 0, (1) =1, 


求 (SEP. 


上 
7) 
3 如果 
a’ (+A) a0 I< 
HO) = 1, (1) = 0, 
RODETA. 

提示 : Ho MB aC) 一 (0) 一 二 由 此 求 基 商 (C=) 一 0] 人 
的 界 ， 

4, 设 4 是 w” + aCe) + b(n = 0, a <2 <b, 的 一 个 解 , 其 书 h(x) 
<6。 斌 指出 如 何 构 造 只 依赖 于 系数 # 和 的 界 以 及 4 一。 的 常数 ， 合 得 
如 果 在 [8] 上 Is|<&M 就 有 1w(O1SMK。 

BR, 构造 = 和 =: T TOTORO: Fo) 
一 we]/Ge — WR, 

5. nC) 为 二 阶 多 项 式 ,并 得 出 定理 10 后 侈 题 (第 30 页 ) 中 “{ 二) 的 
BDL, 

6. 如 果 当 OK< Ilh ul + e — Arye = 0, 0(0) ~ 0, eI) = 1, 
而 且 


第 六 节 ” 初 值 问题 中 的 逼近 


在 第 三 节 中 我 们 讨论 了 初 值 问题 解 的 叭 一些， 也 就 是 说 ， 我 
们 证 明了 方程 
CL + Ayu] = n + gau 十 有 oa 一 Js) 4x > eH CD 
至 多 只 有 一 个 满足 初始 条 件 
ua) = nn, Me) 一 力 (D 


+e 


和 边 秆 问题 的 情况 一 样 、 遂 常 不 可 能 显 式 地 求解 初 值 问题 . 
所 以 重要 的 是 能 求 - -个 近似 解 并 估计 出 逼近 中 的 误差， 首先， 我 
们 在 


Ale) <0 
# [asb] 上 处 处 成 立 的 假设 下 进行 ， 甚 中 [od] BRA EE 
(1),(2) 的 解 的 区 癌 .。 
假设 我 们 能 够 求 得 具有 下 列 性 质 的 函数 a0): 
(L+ i lal>fa) Mar, B) 
ala) > Y, Ma) D Ta (4) 
定义 函数 
(2) 三 (0 — nC) 
我 们 就 有 
(L+ Aye] 0 
和 


v(a) 20, v(a) > 0 
因为 mla) 兰 0, 在 [2] 的 任何 子 区 间 [esm] ER. AIPA 
大 值 . 按 定 理 3 中 给 出 的 最 大 值 原理 , 这 个 最 大 值 必 在 “或 刁 取 
Bl. RA oa) 六 0, 我 们 从 定理 + 顺便 可 得 , 除非 在 (azm) 中 六 
到 处 是 常数 ， 否 则 最 大 值 不 能 在 « 达到 .因此 定理 3 表明 对 每 个 
n> a, RORA 


(xo) = va) (5) 
和 
v(x0) > 0, (6) 
Hix 代替 x ASRS) 
ue) Sy, +20) —2(a) 4x Doth, (7) 
而 不 等 式 (6) 说 明 : 
ue) <aie) 4 Do ht. 《8) 


由 于 ala) 一 六 S0, RERAMA w(x) < ale). R 
们 注意 图 数 2.) 一 [aCa) 一 7] 重 又 满足 条 件 (3) 和 44》 但 它 


在 xz 一 “处 等 十 ,用 al) 一 [aa) rl 代替 zw(x) 时 六 等 
A wz) aCe) ME). KEE. 不 失 一 般 性 可 用 较 简 单 的 不 等 
A ele) < 2(e) 来 代替 (7)， 
用 类 似 的 方 小 可 以 得 到 下 界 . 假设 我 们 能 找到 一 个 函数 x 使 
得 不 等 式 
(L Aaa] <p) Mece<coly ©) 
和 
ala) EY “aan 《10》 
成 立 ， 于 是 ,由 定理 3 和 + ,我们 得 到 
ule) > 7, + (Ce) — ea) 
Al 
Ce) & a(x). 
不 失 一 般 狂 , 我们 可 用 w(x) > ale) 来 代替 第 一 个 不 等 式 ， 
我 们 已 建立 了 如 下 结果 . 
定理 13。 如 果 el) 是 《1) 的 满足 初始 条 件 HH, RA 
aCe) Bl eC) 分 别 满足 (3),《4) 和 C9),C10)， 则 
ale) Sule) Lae) Ci} 
和 
zie) Sw (x) < i), (12) 
TEE, ASANO) BWP, PITRE aS 
BRENDER. MAERAH b RM ws) 各 
ate), SYR SR (11) 和 (12) AAE RHO oC) 各 
WO). KARNER A OE AAS RGR BET Ld BEL» 还 
VEN AEE RT RAIRE 多 好 的 前 数 =, Ail a, 
例 、 承 初 值 问题 


+ Dla] + te mu=0, 
x 


u(0)=1, #0) =0 
的 解 的 值 K1) BOAR. GARR REE AYE) Bessel 函数 , 常 
WA Le), 
eBo 


把 a(x) Ale) BREDA EN. RIS 
2) = ox + 1, 
则 C0) = 1,29) 一 0。 取 常数 co 使 
(L+ Az] =e(¢—x7)-1 


4O<e SNH fem $ 就 合适 ,因而 我 们 得 到 
ule) <pre 1 40<2<1mh, 


特别 


4 
WSs. 


HE MERTE 
aC) = en? 1 


FP Gy = ol 
(L+ aul <0 


以 及 2,(0) —1, 20) 一 0、 所 以 ; 当 0<e<ine@ ete 


十 1。u(1) 的 上 ,下 界 是 
1.250 < wl1) < 1.333, a3) 

现在 我 们 来 展示 一 些 改 进 (13) 中 上 ， 下 界 的 方法 。 为 疏 进 这 
些 界 ,我 们 可 以 利用 定理 13 中 通过 ai (x) 和 aie) 来 给 出 wx) 的 
界 的 部 分 。 

为 了 改进 上 界 , 我 们 首先 券 虑 子 区 间 [0: 阅 ,其 中 上 一 1。 仍 选 
同样 的 函数 

5 一 ci 十 1] 当 0O<sr< 委 时， 


取 


HEWER SIN 


+308 


(L Az] = e(4— at) -1 0 ose <r. 
PRAT RAS Oe Set 
u(x) € 15; +1 


和 


we) < . 
4-7 


特别 是 ， 


9 2e 
<=, 
WD) < 


岗 在 ， 穿 门 在 于 把 最 后 这 个 不 等 式 在 0 到 1 闻 对 + 积分 。 我 们 得 
出 
4) 
ull) — (0) < log (< 0.288, 


ARAYA LR 
uC1) < u(O) + 0.288 = 1.288, (14) 
如 果 用 形状 为 n5 cz 十 1 的 函数 ,这 个 方法 不 能 得 出 eC) 
下 界 的 任何 改进 。 但 是 ， 可 以 用 另 一 种 分 割 区 间 的 方法 来 收 进 上 
R. 
我 们 把 区 间 CO, 1) 分 成 两 部 分 ， 并 分 别 在 每 一 部 分 上 定义 


s). EKM 0<r <4 ik 如 前 : 


zka) ated. 


LE, 我们 得 到 界 
(DGE. 
OOR 


HERS <1, REX 


e3 


a(x 


按照 这 个 定 文 ， 


Ly 17 af 
mele Y+ 
) als z) is AG 


丸和 六 都 在 [0,1] 上 连续 。 我 们 选 “, 使 


(L toas eje + (i) | 


MRY Lace <1 


上 面 不 等 式 就 会 


4 十 15x 一 4 
4 

会 成 立 。 不 难看 出 右 端 是 增长 的 ,内 此 选取 
9 


一 二 
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RET. 这样 我 们 又 得 到 


uD) 22) = Éi 1258, 


128” 
把 这 个 不 等 式 与 (14) 结 合 起 灾 , 给 出 
1.258 <u(1) < 1.288 
或 


u(1) = 1,273+0.015 


《实际 上 wx(1) = 1.2661), 


把 (0,1) 分 


成 几 个 子 区 间 , 分 别 在 每 个 子 区 问 上 定义 zl) 可 


以 进 -- 步 改进 下 界 . 把 * Ble ERA BR z A z BE 


作 下 一 个 区 闻 ] 


上 za 和 的 初 值 , 初 值 的 这 种 选 法 其 结果 是 使 函数 


als) 在 [0,1] 上 有 连续 的 一 阶 导 数 ， 但 是 并 非 必然 有 连续 的 二 阶 
导数 。 用 同样 的 方法 也 可 以 改进 下 界 . 
上 例 审 的 分 划 法 启发 我 们 得 到 下 述 求 上 、 下 界 的 一 般 格 式 。 
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假设 把 区 同 [a,6] 则 分 成 N 个 子 区 间 
dN 

在 每 个 子 区 间 上 我 们 都 选 x(>) 是 二 次 多 项 式 ， 并 选 多 项 式 的 系 

数 使 Ca) — vo sila) 一 六 AR z Mm La, bl 处 处 连续 。 

还 有 , 选 使 不 等 式 (3) 在 每 个 子 区 间 (xi1,*;) 中 成 立 。 令 
ala) = o(a m DAC 

D125 N= L 

选取 常数 ci die， 0,1,…,N 一 1 及 子 区 间 数 NN 使 所 有 要 

求 的 条 件 者 满足， 我们 从 区 间 Cron.) 开始 逐步 地 进行 。 初始 条 

件 


i 


a=, aa) =r 
要 求 。 cnh n. HUE PRIMA 
zla) 一 o(x— mY + rt — mH) +N, 
在 这 个 区 辣 中 ,不 等 式 
CL + Adie) > fx) 
变 成 了 
ce[2 + 2g(e}(x — xy) + ACE) (x — 1+ glx, 
+ Cx) ITA —m) + nm) 2 Ke), G5) 
车 g(x) AAG) 有 界 ， 则 可 以 选 x, ADRE a E A5) co 的 
系数 在 mm Sra EXE. HINE f AR WIR co 充分 大 , 合 
(15) 对 (xsx) 中 所 有 的 © 成 立 。 
现在 我 们 转向 区 间 (z 1) JEP 2, Ce) 由 
a) = olr ny HH dla) e Sanden 
定义 。 AIRNE 21 FI a TL on AURERE, E 
ei = okay Y + iy — to) + Yas } (16) 
a, = Rela, —m) tr. 
ERK H or) 中 与 (15) 相 应 的 不 等 式 变 成 
cl2 十 28(xzJ(z 一 为 ) + hx — aY] + ged, 
+4) [d Ce -—4) + al Sf, (47) 
其 中 d, Me, 是 由 (16) 确 定 的 常数 ， 我 们 选取 EDIE x， 使 
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GD 中 c 的 系数 为 正 ， 然后 选 ci 充分 天 使 不 等 式 (17) ERA 
(xsxs) 到 处 成 立 - 

这 样 继续 下 去 ,我 们 确定 每 个 ae; 使 a AU e, 处 处 连续 :并 且 
PER Cr xn) 取得 充分 小 而 把 常数 “, 取得 充分 大 ,使 得 
Ch + Adio) = fC) 处 处 成 立 。 BRL, E eod 可 出 递 推 公式 

站 
机 一 2ci — r) +41 
确定 ， 为 确定 <:， 在 实际 计算 中 末 月 以 下 方法 是 方便 的 : FB 
个 子 区 间 中 用 了 的 最 大 全 来 代替 f, 并 用 & 和 的 最 大 值 或 最 小 
RRE & 和 它们 中 无 论 那个 都 适合 于 使 人世 + ADL a] S f kk 
处 成 立 . 

用 类 做 的 办 法 可 以 构造 下 异 。 这 时 常数 dc: 用 完全 同样 的 
方法 来 选取 ， 而 把 量 一 , 取得 充分 大 使 【ZE 十 Aa] <p) 处 
处 成 立 。 

WR fog 和 下 部 连 线 ， 划 可 以 证 明 : 当 于 区 间 的 最 天 长 度 趋 
于 零 时 ,上 、 下 界 都 趋 问 解 x 

在 本 节 中 到 这 里 为 赴 我 们 假设 了 h(x) <0, MERNEK 
HARK AC) 可 以 为 正 时 方程 

CEL + A = u” + gla’ + hr) = f(s) 
BA MS His 
wa), ua) =r 
的 解 的 表 近 ihl 题 。 这 里 要 利用 定理 了 中 给 出 的 广义 最 大 值 原理 。 
为 此 ,我 们 假设 存在 一 个 函数 w， 它 在 [a, b] EAE, 并 具有 性 质 
(L+Aivw] <0 4ecx cob, 
fa a PERL 
w=1— glay, 
其 中 充分 大 [假定 fx) BH), 当 区 间 lash] 足够 小 时 就 有 所 要 
求 的 性 质 。 
在 第 二 节 中 我 们 看 到 ”= w/w 满足 形状 为 


4 


(Œ + lol se + Gv + Hv at 
w 


的 方程 ,其 中 G) = Qw/w) +g H HE) = (L + Adel /o 
<0. 现在 定义 比较 函数 z.(x) Al ee) 使 fw 和 fw 给 出 
uju R. RINE z, 和 2, 满足 不 等 式 
(L + AL] B fe), 
ala), z€a)w(a) — ,Caw'(a) I Yla) — rw Cn) 
以 及 
(E + Wal < fC), 
2a) ET sa a) — zka )w (a) < rwla) — nwa), 
于 是 ,在 * 一 “处 


而 及 ,通过 计算 容易 看 出 
a+mf2|<a+n]*|<a +f 


| 


za 
wl’ 


Flt, RVR aasi 


这 组 不 等 式 的 头 -个 给 出 了 界 
2x) Kale) < a(x), (18) 
第 一 个 给 出 
WNE -= za E) < EJ E) — e a) 
E whe) sx) — sr) ww (Cx). 


由 于 ww 在 [6] 上 为 正 ,我 们 得 到 
2i(e) +22 jute) — aa] Sus) <2) 
w(x) 


. 35. 


一 LA tae) = ule) I, cs) 


如 果 wC) 过 0, 则 可 招 (18) 中 给 出 的 aCe) 的 上 界 代 入 (19) 的 左 
MERRIE, ME wC) > 0， 则 在 左 端 利用 下 界 , 在 右 
端 和 用 上 界 ， 这 样 一 来 ,我 们 求 得 
aia) — [EE] fa) 一 ao] <0) 
w(x) 
TiN a) — 21601 当 wo <0, 


a(x) wz) Site) YB w(x) SoH. 


< ails) + 


(20) 
不 等 式 (18) 和 (20) 给 出 了 oe) 和 w Ce) SFR Ge) 一 
zal) 和 zile) 一 (x) 很 小 时 ,它们 是 精确 的 . 
虽然 求 一 个 在 充分 小 的 区 问 上 满足 CL +A ew] <0 的 正 
函数 必 总 是 可 能 的 ,但 是 … 般 说 来 , 如 果 区 间 太 大 了 , 这 样 的 函数 
就 不 存在 。 因 而 ,我 们 再 一 次 采 舟 分 割 区 间 的 方法 ,把 定义 在 子 区 
HEWER. e> oo 并 在 区 间 [a,z*] 上 《( 工 +e] 
<0, Mik 妊 基 在 区 间 [ 太 ,2] EWE CE + A w*1 0S} 
一 个 正 函数 。 我 们 希望 求 出 全 区 间 [a ,6J 上 初 值 问题 (1),(2) 的 解 
u RRE. 
BEz) Me.) 在 区 间 [a,**] 上 满足 条 件 
CL +A SH) SL + Tn], 


并 且 
zka) Sr, S la), 
2(a)wla) — skaw Ca) S rwla) — rw (a) 
S 2i(a)w(a) — zLajw (a), 
TH 


Ryu Sty, 


的 < 的 < 的 sse 由 
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这 样 一 来 就 给 出 了 w(x") Pw’ Ga") A, Bhs 还 给 了 在 [xz* 8 | 
上 满足 CL Awto 的 函数 w*。 那么 ,我 们 能 够 如 前 求 得 
ujw* 和 (afw*》 的 界 。 设 只 和 路 是 定义 在 [Lx*,5] 上 的 函数 
又 假设 它们 满足 
CL + Ae] SCL + Ayal SCL + ADL eA] HG", 
G) Sale*) Saf"), 
CAPTER z = x 
(BJs te 
F 是 ,如 前 所 作 , 我 们 得 到 
af (x) < u(r) < fx), 
Ye 
人 <a) < 4 cee m 

虽然 我 们 不 知道 Kxz*) 和 (wjw*》 在 x* 的 值 ， 但 有 它们 的 
界 ， 所 以 ， 我 们 可 以 给 出 保证 上 述 不 等 式 都 得 到 满足 的 关于 从， 
Col) sot A Cad) 在 太 的 值 的 好 式 条 件 。 

WR wiwt Sw fo 《通常 是 这 种 情形 ), 这 些 条 件 是 
于 


w 


4 


* wf YY ay (ew) 二 
4 
如 果 w*'/w* < wiw, ERIR EA p RALA z Kt 
Co" jw* 一 wiw) 的 系数 x， 而 在 第 二 行 中 用 he, 如果 
这 些 条 件 部 满足 ,我 们 就 有 估计 
x) Sule) < af), 


By (5) (3). 

我 们 现在 把 w* fey @ TERIA] G*A KER af 作为 z 的 延 
Woe? (PX z RE. 于 是 ,一 般 说 来 这 些 延 拓 后 的 函数 存 ** 不 
连续 ,然而 ,上 述 在 x* 处 联系 w, w, zo zo of Mat RG 
立 了 不 连续 点 处 左 、 右 极限 间 的 关系 ， 当 然 , 把 区 间 a,b] 分 成 比 


a7 6 


蚌 个 更 多 的 子 双 间 很 可 能 是 必要 的 或 合乎 需要 的 。 

这 样 ,上 面 的 讨论 导致 以 下 定 强 : 

定理 14， 设 .Cx), aCe) 和 w(x) [4,0] LAD RE 
一 ` 二 阶 导 数 的 分 段 连续 冰 数 ,它们 有 性 质 ; 

G) 在 [ab] 上 Ew > 0, 

(b) zu) Sr, << 2a), 

Ce) 2a)wla) — 2(a)w'(a) S rela) — rw (a) 

Sala jwla) — aCa)w'(a), 

(a) (L PAW] <0,CL +402.) Sf) EL A) 
在 出 现 于 这 些 公式 中 的 导数 连续 的 所 有 点 上 成 立 . 

《e) 在 每 个 不 连 线 点 x* 处 ,函数 za 一 w/w BAA 
WEEK wC wy ORRE DE ww 的 胱 幅 的 一 zs(x* 一 0) 倍 , 而 
w(2,fyY RREZE w/w RRUG — 0). 

WA Lab] 上 
a(x) Sax) Sar), 


EBT <EBI. 


WE. G) AES ME =, 和 所 连续 的 区 问 中 ， 从 x 减 去 ww 的 适 
当 信 数 可 使 z(a) 一 ro HE z 在 La,5] 上 到 处 连续 ,这 就 改进 了 
EW. 类 似 可 使 Ca) = r Bm ER. 

Gi) 选取 wv 三 1 就 能 够 得 到 前 面 当 二 0 的 结果 。 


BI. R 
(L + A aa + G ara =} 
的 满足 初始 条 件 
u(t) = 0, w0) =l 
的 解 在 z 一 1 AL TR. 
首先 注意 6@) = 4ta 在 [0,1] 上 是 正 的 ,所 以 我 们 要 寻求 
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-DADEA w(x) 我们 看 出 当 0 S< > 时 


w=] 一 2.1 妇 


是 正 的 并 满足 (L+ aw] <0. ERKEL WR 


满足 


在 区 


以 及 


于 是 


实际 


ÑIR 


z= r, 


n=: Ba 
19 


上 、 下 比较 函数 所 需要 的 条 件 。 从 (18) 和 C20) 我 们 得 到 
Z gu (5) _i 
is SG) Sr? 


82 cu (L) <7 
361 2 


ve [4st] 工 ,可 下 


a ea) eo a) te 
,我 们 求 得 
0.38 Kal) <1.24, 
上 #1) = —0.09, 
AOA FERDES RE, HEY) eR SD RH Ao ABB) eR 
能 得 到 更 精确 的 界 。 
定理 14 可 用 来 证 明 初 直 问 题 (1》，(《2) RER Hem T BE 


Tot 和 fC), 


eM, 


FERIA [a + (4/28), e + (K+ 19/28] E, k= 0,1, 
其 中 k< 2816 a) SA +1, 我 们 令 ww 一 1 一 Px 一 
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a 一 《128) 了 ,这 里 8 充分 大 使 得 


(Lawl = zs |i + (+= a= Ble 


+ 二 (一 一 
2 


条 ) 4 +h 
287 


在 该 区 间 上 成 立 . 只 要 max A > 0, 而 让 


P= + max [g +34] 
Pen 


就 能 做 到 这 一 点 ， 如 果 4 委 0， 我 们 令 上 一 0 所 以 凤 关 1。 在 第 
一 个 区 间 Lasa + (1/28)] 上 ,选取 
note, 
其 中 a 选 得 使 
(L + Aleo] 一 《ez 十 ag ther? Sl, 
例如 ,我 们 可 取 
e= max |g — 228 D A 
RIES 
Ca = max [irL mas 0]. 


于 是 n S Coe) 满足 定理 14 中 所 说 的 z RIE, 并 且 x; 一 
Cy ERI Lasa 十 《1728)] 上 也 满足 x; 的 条 件 。 在 x 
一 “十 (1728) 处 我 们 求 得 
jul < Coe 
3 
4 


(ys atg 


oly 


所 以 
perpjet ee 


a/| 
现在 , 在 fa + (1/28), a + 2/28) 上 我 们 令 4 一 一 % 一 


* 40， 


Ce e000 ,其 中 


并 求 得 
How Bat“ eo 
gedit em 


照 这 样 继续 进行 ,我 们 对 [a ,6 中 所 有 的 x 得 到 


uG S Cer, 
r < 88) ene 
IO <<a (1 + £2) Corn, 
其 中 p=at 2B log [1 + (88)/Ga)]. 
DR, m 是 同一 个 微分 算 子 工 在 彼此 接近 的 数据 下 切 值 问 


题 的 解 RIIE u) 一 (x) 一 w(x) 就 可 得 到 
la C) — mG) |< Coe, 


Irie) — ai] act + E) ee, 


其 中 asg 和 2。 只 依赖 8 Ale 的 界 ,而 
Co = max {le) wa) ls TORRO] , 


mma, [LF OLA] = CL + aden Y 
(ALE RADIAL Ca), WiC) Ca), WiC) 接近 ,又 将 给 定 函数 
CE Aya) 和 CL + Lea] WERE C 是 小 量 ;所 以 在 由 
个 区 间 (061 上， Ge) BAR Ce), wie) BEE WG), BUYS, 
ULC) (WR ERM BE ror: AU). 
3 是 
LRH > Ob} n” — en 0, 


od 


ad) =, CU) 一 下 
Re) MeO 的 上 ,下 界 ， 
3. 如果 当 > Dij a am 一 wy = 1, 
wE) = 0 # (ODS 9, 
RQ) Ae) E FA 
SARH e > OP u H (10 + athe = thy 
no) =1, #(0)= 1, 
Ko) Aw GL FE. 

A JERI 0 1 MRE, REM 13 之 后 例 是 中 “C1) 的 改进 了 的 
EPR. 

5 .把 区 阅 [0,1 Pa SAB SRE EEE 14 之 后 例题 中 (1) 的 改进 了 的 
ETE. 

6 假设 是 十 Re H AG )u = Ka) 的 解 , MR A T AD 
FARR — ceM 或 假设 msa), ARE ARERR 
HEERA MI Bib. RANAR e AAO, 说 明 在 无 界 的 情形 定理 13 
和 14 的 那些 部 分 俯 然 成 立 , 并 在 适当 条 件 下 得 出 单 边 不 等 式 。 


第 上 特征 值 问 题 


假设 “是 方程 

a” + glee’ + AE) + ak) a = 0 Hace <oth (1) 
的 满足 边界 条 件 

Ca) ome + ee sin = 0) D 
w'(b)cosd + u(b)sings = 0 

HOM. RARO 和 中 使 一 rz/2 <O S a2, —a/2< pEr], T 
然 ,对 4 的 每 个 值 # 三 0 满 正 (1) 和 (2)。 使 (1),(2) 有 不 恒 等 于 零 
的 解 的 任 AA RAD RRC) A C2) 的 二 个 特 相依。 对 
应 的 解 * 称 为 特征 区 数 ， 因 为 当 #* 是 (1)， (2) 的 解 时 ， 对 任何 数 
A, AR .14 也 演 足 (1),(2)， 所 以 这 种 解 仅 在 乘 以 常数 的 范围 内 
被 确定 . 

RIERA gi Wk ARH BEER 7 使 得 
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te) Sg >d Harai, 
如 果 A 充分 小 (可 能 为 负 ), 则 
ht ME Maceo; 
刘 果 还 有 8 > 0,6 > 0, 从 第 五 节 的 定理 10 可 推 得 这 样 的 4 不 可 
能 是 特征 值 ， 也 就 是 说 ,C1),(2) 所 有 的 特征 值 吉 大 于 数 ? 
: x 
Gh © 
现在 我 们 蛮 求 出 (1),《2) 的 特征 值 的 更 一 般 的 下 界 。 设 w(x) 
是 La,8] 上 二 次 连续 可 微 的 正 济 数 , 并 满足 不 等 式 
00 + wd > 0) a) 
a'(b)cosd + w(b) sind > 0, 
如 果 w 还 满足 
w” + ele)’ + LAG) + Ake <0, (5) 
MAREHEM LLC a= 2, = 0)》 推 得 1 不 是 特征 值 , 这 样 就 
得 出 了 以 下 结果 . 

定理 15， 如 果 wx) [ab] HE, 并且 满足 不 等 式 (4), 出 
《1);(2) 的 特征 值 不 可 能 小 于 长 

lO, 

(EBA O20, 620, WMO -Ait 因为 函数 
w= 1 满足 所 有 的 假设 ,而 在 这 种 情形 下 C6) 化 为 (3)。 

现 将 证 明 最 大 值 原 理 可 用 来 建立 最 小 的 或 第 一 个 特征 值 的 在 
在 性 ， 即 我 们 要 证 明 存 在 数 5， 它 是 一 个 特征 值 并 有 性 贡 : 小 于 
1, POR A 都 不 可 能 是 特征 值 ， 为 此 ,我 们 先 建立 下 列 引 理 。 

引 理 1. 对 每 一 1, 设 rCx;4) 是 初 值 问题 _ 

ChE AH Kr] + pede + [h(x) + RGD Tr = 0, } 
rla} = cosg， ra)— sing 


(7) 


D URARI AB AMA, UE FAR inff(x) REM AR 
int?Cx) 就 是 从 x) BARR. EG supi) RUE, 所 以 supir) 
= winfl 191. 
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的 解 ,其 中 一 xf2 <0 和 /2。 假设 go) AC) AAG) AR, JPA 
A@) Æ lab] 上 有 正 下 界 , 则 存在 一 数 世 使得 对 所 有 的 1 > R 
rh) ATE a << bP, 

证 明 ， 假 设 对 任意 大 的 4 都 存在 一 个 "满足 (7) 站 在 (a,5) 
中 使 r(x;4) > 0, 那么 ,只 要 c 一 8 之 4 和 c 十 6 之 5 就 可 以 利 
用 函数 w(x) 三 r(x;4) 对 问题 

(LEA +] =O Mc-ecaccte, 
ule — e) =ule +e) 0 
建立 定理 11。 这 个 问题 显然 有 解 # = 60。 构造 -TRRa, We 
如 果 第 五 节 定 理 11 成 立 , 就 可 以 用 来 作 下 界 ,位 显然 大 于 mo 
这 样 我 们 将 得 出 矛盾 . $ 
or = cea 一 ee 
其 中 a 是 待定 正常 数 , 我 们 看 到 
ule ~ e) = zke +s) = 0, 
又 算得 
CL +A FAR 2] = alale YP - 1 
— Ca = edge) eer? 
+ (h + AR rt — ey, 
uaa 9559 AAS 
Sore 1+ (x — eels) 


在 区 间 [e — e, ¢ +8] 上 成 并 FRR AAR A+ US 
0, 我 们 就 看 由 当 x 一 cl Bem (LEAP) a] BO, iE 


当 |* 一 c| < 二 e 时 得 到 同样 结论 ， 只 希 简 单 地 取 1 大 到 使 


(A + ak) > all + (x — Oe lm eTe] 《8) 
即 可 。 对 于 这 种 充分 大 的 1, 于 是 有 (L +h Hak] 20s 所 
以 ,如 果 定 再 11 成 立 , 则 x; 夸 0。 但 是 根据 定义 ,在 《ec 一 sc + 
2) 中 z 之 0， 所 以 破坏 了 定理 11。 因此 对 大 到 使 A+ ake 
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BRAM torla) TE le 一 esc 十 8] 上 一 定 要 变 号 这样 一 
来 ,只 要 <“ 一 E 和 ec 十 e<2 取 


a A) 二 2al + (e — og) | 
Ral kis) ORG) | 


就 证 明了 引 理 . 


i= 


附注 . 对 此 引 理 ,假设 gCx*) 有 界 , Ae) APR MAG) 在 其 
TERE [e 一 ssc 十 E] 上 在 正 下 内 就 足够 了 . 


现在 米 证 一 个 反方 铅 的 引 再 , 它 描述 了 对 于 小 的 4 的 情况 。 
SYR 2, Cesk) 基 初 值 问题 (7) 的 解 , 则 存在 一 数 ,使 街 
WAV RYEa ox Soh rx; 2)>0 A rb; A)cosp + 
r(bsh)sin p > 0, 
证 明 . 设 wl) EE lab] BAER EN KER TAR, 
EWE 
— w {a)cosð + w(a)sind S0, 
w'(b cosh + wlb)sinp > 0, 


ros L + a) 

xX = int 全 £ jl l }. 
PAs MA <a RET (a,b) PEN cs 就 问题 

(L+h+ ila] 二 0 在 Ca,<) 中 ， 
—u'Ca) cos? + un)sing = 0, 
uc) =0 
ine AR e EE TE 11 成 立 。 BARRAN = 0， 因 
此 如 朵 对 (4, 如 中 的 某 个 < Cera) 一 了 ,那么 可 从 定理 11 得 出 
对 于 [ase] 上 的 x, rsd) <0. 但 这 与 > 的 初始 条 件 矛盾 ， 因 为 
BEA r(a3h) 一 cosg > 0 BA r(azsh) = 0,r'(asd) 一 1。 所 以 
MA <2 SDA x(x;4) 在 Ce, 5 中 不 能 为 零 。 
此 外 ,把 定 埋 11 用 于 问题 
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CL +A + 1a)[u] =0, 
—u'(a) cos? + nCa)sing = 0, 
a'( bcos + ub) sing = 0, 
可 以 证 明 : 如 果 r’'CEsa)cosp + rC; )sing <0, W (x32) < 
0。 因此 ， 当 1 <a GE Co, 8] 中 我 们 有 (xz 2) > 0 Rl ri 
和 cos 中 十 r(b5a) sing > 0, 
借助 上 晤 的 引 理 我 们 可 以 建 让 关于 特征 值 问 题 (1)，(2) 的 以 
下 结果 . 
定理 16， 人 存在 一 个 特征 值 入 IE Cas) 
fA GRA <a REE FAG) Ceta) Ce, AYRE 
Te 
证 明 . 设 a EE (x54) > 0 H Cand] 中 成 立 的 2 值 的 最 小 
上 界 ， 从 两 个 引 理 知道 这 样 的 1* AE, Sai 
注意 对 任何 数 1 及 ež qO) = r34) 一 reze) EE 
EA 
CL + ht 1AM GI = Ca ~ Dare), 
gay=0, g(a) =0, 
从 第 六 节 的 结果 知 ， 当 14 一 el 是 小 量 时 ，9(z) M g) 都 一 至 
地 小 , 即 xx32) AO r Cash) 对 4 连续 ,对 * 一 至 连续。 于是， 因为 
对 所 有 的 1 < 27,rCx;4) > 0 我 们 得 到 Casa") S 0, 此外， 如 
W rx; E Ca, 6] 上 严格 为 正 ， 则 由 连续 性 知 对 某 个 2 > a 
册 樟 结论 成 立 . Fle, rCe3a*) UTE Cab] PRESTZ. BE 
在 内 点 < 处 等 于 零 , 我 们 应 有 (ci 1*) = r (e;1*) 一 0， 但 由 定 
理 6 有 rC) = 0 和 初始 条 件 矛 盾 、 我 们 得 到 结论 Ela) 
中 rat) > 0 而 ra 一 0。 于 是 二 15) 过 0, 由 此 
rCbsa*) cos + r(bsd*)sin dg <0, 
由 引 埋 2 的 结论 想到 当 A 过 时 
(ba cosh + (bh) sind > 0, 
因为 1(6;4) 和 rosa) 都 是 1 的 连续 函数 , 我 们 知道 一 定 
存在 一 个 值 hs VS SU RMA < 即时 有 1(634)cos + 
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rb; 1) sind > 0,718. 

1'Cb3 A, )casb + r(b34,) sind = 0, 
那么 (b5) 满足 特征 值 问题 

(L+ + Lair] =0, 

—7'(a3h)cosO + r(a54,)sind = 0, 

"(Bsh)cosp + rbsh)sing =0, 
SAD a EIB), ORRE, rOet) BEM MiP, 
我 们 看 到 ,由 于 入 Sat, MARA r(a3 iy) 在 (a,5) 中 是 正 
的 ， 当 且 仅 当 8 一 /2 了 时 区 zt 在 点 等于零， 又 当 此 仪 当 由 
= afl 时 它 企 点 5 等 十 零 . 


BREE. G) 对 -=/2 <0 之 x/2 和 对 任何 4 所 ,函数 oe = 
Cod) WEER 15 TAREE. A (CL +4 + awl = 6, 
下 界 (6) 恰 好 是 42。 对 6 一 zj2 MAAR iR ale) 一 r(x; 
A) + Caza), FEIR sx; a) F (as P) IDE v Ae 类 似 初 值 问题 的 
解 ， 下 界 还 是 1。 所 以 , CAL BR ve oy 
AE TAERE 为 。 FBI LAGE a BRET AD te 
fa. 

Gi) 根据 二 面 的 附注 , 姑 果 1 HEMAN w= r(x;0) Ë 
日 一 zl2， 则 和 一 rc0) 二 xz:0)] HERA RE 11 的 条 
t. 

Gi) Wa, <0 De A [ab] 上 上 为 正 , 则 

(Lh HAD e] E HA w 
这 样 Ok, Rines AFE + A EER LL 的 
Lht hk 满足 同样 条 件 、 在 定理 T PER z 
HANS adhe =O, a EES 
得 到 结论 : Bi AAR EE 11 中 所 
数 ， 


WE 也 对 


附注 Gi) 和 《ii 构成 了 以 下 结论 的 内 容 。 


定理 17。 当 且 仪 当 问 题 (1),《2) 的 最 小 特征 值 a WER, E 
FELL 中 所 说 的 边 值 问题 的 上 、 下 界 估 计 才 成 立 . 

我 们 注意 对 应 于 大 于 a, 的 特征 值 的 特征 函数 不 可 能 在 (ash) 
Hel S. Ay, 4 t > AIA rlt) 为 正 ， 抬 定理 3 和 4 用 到 
Et Cw;4)/rCx;44) 上 就 会 得 出 矛盾 . 


习 题 


1. 求 问题 
wat MI tte =o 当 0D<><1 时 ， 
u(t) = (i) = 0 
SUR EW TR 
2. 求 问题 
uw pud Atej Kerly 
ma ÇO) + (D) = 0, 
wC) + #1) = 0 
WERDER FR. 
3 RUNE 
apse FAL teI Yue ci, 
#(0) = (1) = 0 
AY ee) Rete AA) ER. 
4. 5A Ma 
(E+ A+ RN + gre) + [A + RC) le = 0, ac x <8, 
u(a) = u(t) = 0, 
(L +h + ARYA] sa" + eG + [A+ ARCE a = 0, ax ch, 
4) = Rb) = 0. 
REY «ss SRO 关于 这 两 个 问题 最 小 特征 值 5 和 元 的 
HMA AST? 试 描述 当 函 数 # Ala AR CN ee RP: 
BCE. 


第 八 节 ”振动 定理 和 比较 定理 


最 大 性 原理 可 用 于 导出 同一 个 方程 或 相关 方程 的 解 之 间 的 关 
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A. We 和 w 是 同一 个 方程 
(L + hal =0, (L+Hwi=0 

的 非 平凡 解 ( 即 u0, w0), 

我 们 来 建立 以 下 的 结果 : 

定理 18. 在 函数 “的 任何 两 个 相 邻 的 零点 之 间 , Mh 至 多 
有 一 个 零点 . 

证 明 . ihe Alo Re MT ER, Bl wa) = wl) 
=0, ifthe<ce<cettw 40, MEADE, WAC aE 
w RITUELE HC, bR w(x) > 0, 于 是 函数 


= 
O = TE 
满足 微分 方程 
+2 (+e) =o. 


由 定理 1 知 ,除非 “是 常数 (这 时 ”是 2 的 常数 倍 ) 否 则 ”在 (<,2) 
中 不 可 能 有 最 大 值 和 最 小 值 。 出 此 推出 w, 从 而 推出 * 在 天 区 间 
《e:2) 中 至 多 只 能 变 号 一 次 ， 

从 定理 6〈 第 三 节 ) 所 给 出 的 初 值 问题 的 唯一 性 可 得 * 的 任何 
零点 一 定 是 单 重 的 ， 同 一 定理 还 证 明了 如 果 eCa) = 0R ul) = 
0; 则 一 定 是 必 的 一 个 常数 倍 . 

LEIREK Sum 振动 定理 . 图 3 AWAD e 
PRO RMA, 


枫 在 劳 虑 两 个 相关 方程 的 解 的 比较 定理 


设 4 满足 方程 

CL + Abel = 0, 
iT +o D9 Be 

(L + hw] = 05 
其 中 

Ale) Bhs) Hace sol, 
我 们 还 假设 
w> Wace olt, 

由 关系 式 
FE MAG ERA v 满足 方程 


a "+ (2! We phot Gy he =o, 


因此 , o MRA, 如果 Ae PAW ER, Me 也 
AAS MERE 7 的 唯一 性 结果 可 推出 在 两 We 0, 
TH HEE 6A o= 0; 由 此 在 (a,6) 中 «= 0, KR-K, MH 
u 是 天平 几 解 , 则 它 在 (a,5) 中 只 能 有 一 个 零点 ， 举 实 上 , 在 闭 区 
like, 6): BREESE iC ERI RRA 2 R ow = 0。 

WA wlay=ala)=0, RPI, RNA oa) 0, 
way 40, Mu 和 ww 的 微分 方程 可 求 得 

“一 人 O, a) 

应 用 Iapital ET ek 


oa) 一 


sla) 

wla) 

AK 一 般 性 我 们 可 假设 Ca) > 0, HR URTID 

ve) — 一 
P 
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IZA VHopital 法 则 并 考虑 到 (1), 由 计算 知 
“(a) ~—0. 
BER Cab) Him fi ol) < ola), 把 定理 4 用 于 区 
18) (asa) 就 推出 zw) < 0, 这 是 一 个 矛盾 .这 样 一 来 我 们 有 
Oceola) Srl) Mace con, 
因 上 比 当 = 之 x 之 5 时 w(x) #0, 如果 ulh) = wlk) = 0, AER 
方法 可 得 zx = 0 Æ (asd) 中 成 立 ， 最 后 ， 如 果 wa) 一 wO) 一 
wa) 一 eb) 一 0， 根 据 上 面 的 论证 我 们 推 得 当 “ ce cot 
ee) SoG) 和 oe) > of), RAM (a) = oCh) Be ee 
数 . 然而 ; 仅 当 a SO 时 这 才 是 可 能 的 . 所 以 ,我 们 已 经 证 
明了 下 述 比 较 定 埋 . 
定理 19. 设 # 和 ww 是 方程 
CEH hiel 0, (L + hiw] =0 
的 解 ,其 中 Sh. WEEFKU Cab) 中 w(x) 0,4, 除 
wa) = wb) 一 0 而 二 加 ,以 及 * 是 w 的 常数 倍 外 , * 在 闭 区 间 
[a,58] 上 至 多 能 有 有 一 个 零点 ， 
粗略 地 说 ,定理 19 说 明 解 的 零点 的 距离 随 丰 减 小 而 增 大 .这 
个 定理 还 能 够 月 另 一 种 形式 给 出 ， 即 说 成 : Ae EN 
FAZ, BAe YADE, RAE A = h Lede WK 
倍 . 
推广 定理 19 可 以 得 出 对 两 个 不 同 的 微分 算 子 的 比较 定理 。 
设 x 是 
(CL, + Alul = u” + gu FA 0 
的 解 ,又 设 w 是 
(Lit ha)[w lw + gw + hye =0 
的 解 。 我 们 假设 e Ag. HERAT. 利用 关系 式 


atx) 一 u PE Te, ®© sd (2) 


DARRO RIRN s WEDE 
(L, + Dla) =u" + ga’ + HOi = 0 


-5> 


其 中 
MO = E Leia) = gi E eG eO 


+h). 
one 
h(x) > A(x), 
BA, KT Ms OSAMA Aw 19 的 结论 ， 因 为 (2) 说 明 
w 和 去 有 共同 的 零点 , 我 们 就 得 到 了 一 个 比较 (Ii 十 和 [x] = 0 
MCL, +4) 7) 一 0 的 解 的 定理 ， 特 别 , 我 们 得 出 
定理 20. 设 u(x) 和 w(x) 分 别 是 
u” 二 rw t hleu =90 


Ww" + gle + hw = 0 
的 解 ,又 设 


bola) E O 一 于 [CD 
SAOS Sa) 一 于 [CO 


那么 ,如 果 在 开 区 间 (a,5) 中 w(x) #0, RIE w(a) = w) = 0, 


BO EO E OPS aO 5 6 


一 二 Lao， 


UE u) 是 


~ 0) fite eE 


wee 
的 常数 倍 , 则 Cx) 在 闭 区 间 a,b] 中 至 多 能 有 一 个 零点 。 
考虑 定理 20 的 以 下 特殊 情形 是 有 意义 的 .我 们 令 
gr) 三 0 和 Al) M, 
其 中 邓 是 正 的 常数 ， 于 是 
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w = sin V M(x — a) 
是 
w+ Mw =0 
的 一 个 解 ，e Moat (V 以 ) 是 遂 数 “的 零点 ， 这 桩 一 来 我 们 得 
到 以 下 结果 : 
Hie. Ws 
CL + Aya] a" + gx) +AGe)u =0 
的 一 个 解 , 其 中 


IO 一 二 8 一 二 [FeCO < M, 
则 wl) 的 零点 间 的 卫 离 至 少 是 /V 对 。 如 果 h(x) 一 二 g Co) 


一 二 [CO 上 > M > 0 Mae) MARDER ESI x/ 
JM. 


习 题 
1 证 明 方程 
a+ (Lt eu =0 Ye > 0 
的 任何 解 有 无 穷 多 个 零点 . 
2 ,证 有 方程 


a” peu = 0 


HERRERO o ES PBs, 


比较 力 程 
aa (str I) + CL tee 0 
和 
w" +4 sw + (1G + ywo 
的 解 的 零点 . 
4. 证 明 方程 


> 
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HUE RAR aCe, co ?中 和 无 穷 多 个 零点 . 
SA A RES we 
w+ gC + [ACx) + ARC) ue =O 
的 解 。 试 描述 当 4 一 ce 和 4% 一 9 时 这 种 解 的 性 态 。 对 函数 risk BEE 
样 的 有 界 性 条 件 ? 


第 九 节 非 线 性 算 子 


可 以 把 对 线性 身子 建立 物 茶 些 结果 推广 到 非 线 性 算 子 。 设 
ala) CXI a S xS b LETRES 


u + Hlaup) = 0 (4) 
的 解 。 假设 函数 
Hasya), Otay 2), OH(r3y,5). 
ay Əz 


在 它们 的 整个 定义 成 .上 是 x,y,x 的 过 续 函 数 ， 此外， 我 们 假设 对 
每 个 zx 和 > 


HGsyu2) SHG 2) Ane pkt (2) 
或 者 等 价 地 
BH ey 
a <> 


Hx tse’) = gu + AG)u — f), 
则 (1) 就 是 线性 方程 ， 于 是 条 件 (2) 变 成 aCe) <0, 
Bik we) 在 (0,5) 中 满足 至 分 不 等 式 
w” + A(x,w,w') 20. (3) 


RNS BB 
yw ty 
从 (3) 减 去 (1) 得 到 
v” + HG, ,0') — Hayun) > 0, 
把 咎 值 定理 用 于 上 面 的 如 ,我 们 发 现 
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-ina 


HIB OH/Oy M OH/ðz E (x,u + olw —u)yu' t alw — a)) 
Aa 0 1 ZARE. AA " 满足 一 个 线性 方程 ,并 可 
SOME 3 给 出 的 最 大 值 蛛 理 . 我 们 得 到 结论 
定理 21. 假设 当 e ce 之 5 时 
w” + Hrsw,w’) D u” + W400), (4) 
Hh H,OH/Oy,0H/Ox 连续 ,月 8H16y <0, MWR wE) 一 u) 
Feabh KAIERA M ; 则 
w(x) — aul) =M. 
ERR HRA «Fe 但 不 依赖 于 7， 我 们 就 可 把 任 一 常数 
加 到 w 上 而 不 改变 (4)， 这 时 可 以 去 掉 定理 21 MARR RR. 
定理 + 也 可 以 用 类 似 的 方法 加 以 推广 . 
我 们 稻 述 第 五 节 中 定理 10 的 如 下 推广 ， 而 略 去 共 证 明 ( HT 
PETE 10 TERI ETT. 
定理 22. 设 wr) 是 这 信和 i 


当 a rp, G) 


u” + Hx aa) = 
elon t MCa) snd = Nas} (6) 
up)eosp + u(b) sin dp = y, 


的 解 ;其 中 0S8 < m2, OS A <a/2,8OMPKEYR, WHR 
a(x) 满足 
ay + Hss) SO, 
— zia) cos + 2,(a)siné = 7%, 
ai(b) cosh + slh) sin fp = Yas 
XË ne) 满足 
y t Hlaz) 2 0, 
—#i(a)cosO + zku) sin < ris 
2b) cos + 2b)sin p < Yis 
则 上 、 下 界 的 佑 计 式 
ale) S u(r) Sa) 


+55 8 


RY. 
这 个 定理 蕴涵 了 满足 边界 条 件 (6) 的 (5) 的 解 必 啡 一 因为 ， 
mÈ u 和 立 痢 是 解 , 我们 可 令 x 一 a 一 辫 而 得 出 w 三 立 。 举 例 说 
归 可 以 怎样 利用 定理 22 来 得 到 (5 ) 的 解 的 数值 界 . 
例 . 求 
u’ tmd 当 0<x< 之 1 时 
的 泪 足 过 界 条 件 
u0)=0, #1)=1 
的 解 wfx) 的 界 。 


RIER 
avos 
mae 
十 是 
io R=—2 <0, 
P -GY 3 YB 
Ry RL ae -x Bo, 
所 以 
ovp 、 
x Sule} <x, 


我 们 还 可 以 得 到 在 第 六 节 中 所 讲述 的 初 信 闷 题 的 -个 逼近 定 
HL. 下 面 的 结果 是 定理 13 的 推广 . 
定理 23, Riko) 满足 
u” + Hayuu) = 0 (7) 
和 初始 条 件 
ula) = Yi, wla) = 7 (8) 
H,OH/8y,€H/O2 连续 ,而 上 OH/ðy <0. WA z Ce) WE 
zi + Hen) 0, 
ala) S T zia) S Ya 
又 若 C) 满足 
2Y + Hlaseni) S0, 
aKa) EN La) S Yas 
则 我 们 有 上 、 下 界 的 估计 式 
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ale) + T, ra) S ule) Smt) + 7, ala) 
aia) Su (x) < zie) 
选取 = amk, RGR), (8) 的 任何 别 的 解 ， 于 是 
& 三 wx， 再 次 得 到 了 问题 (7),(8) 解 zx 的 唯 -- 性 . 


习 题 
LMR ow — w= 0,0<2 <1, 
u0) = 1, (1) = 05 
Re) EL PR. 
2. 如 果 m —e 0 当 0<x<1 时 ， 
u(0) =1, ul1) =0, 


来 4 全) 的 上 下界 . 


3. 如 果 # — es = 1 Ye > 0 时 ， 
af0) = a'(0) = 0, 
求 MI17 的 上 ,下 界 。 
4. 如 果 — xe 一 1 一 0 4 Oe cin, 
w(0}=0, rn(1) = iy 
ke(t 
六 (二 的 ER 
5. 证 明定 埋 22。 
文献 注 记 
关于 第 三 和 第 四 节 中 所 讨论 的 初 值 和 边 值 问题 的 存 夺 性 和 叭 一 性 定 E 
可 参阅 ;例如 ,Coddington 和 Levison [1] Hartman [1] 的 教科 车，Haroran 
还 讨论 了 一 阶 常 微分 方程 组 的 解 的 某 些 单调 性 性 质 ， 
二 阶 方程 的 比较 定理 已 经 由 许多 作者 得 到 . 我 们 参考 了 上 面 提 到 的 教 
科 书 和 一 个 属于 Leighton [1] 的 结果 . 
Collate [4] 的 蔬 透彻 地 讨论 了 边 信 和 初 什 问 题 中 的 过 过 问题 以 及 这 种 
运 近 出 的 误差 估计 ， 译 这 本 书 中 可 以 找到 广泛 的 参考 文献 ，5<arski [5] 和 
waler[3] 的 书 给 出 了 有 关 处 理 非 线性 方程 组 和 遍 阶 方程 初 住 间 题 的 族 演 的 


DETAN 


关于 还 近 的 其 它 结果 已 由 Ginisehn [i] Lees [1], Multer [1], Pucci 
111 Schroder [2], Szaski [1,2,3], Uhlmann [1], Walter [1.2] fp Wazewshi 


LIRI. 


. 55% 


第 二 章 椭圆 型 方程 
第 一 节 Laplace AF 
BE aCxistiy sone) 是 定义 在 ”= 维 Euclid 空间 中 区 域 D 上 的 


HEE TT BK, Laplace 算 子 或 人 定义 为 


如 果 在 区 域 忆 的 每 - 点 部 泣 尼 方程 Au 一 0， 出 我 们 说 在 万 中 
调和 ， 或 简单 地 说 w BME. 

假设 x 在 六 的 一 个 内 点 有 局 部 最 大 值 。 我 们 从 初等 微 积分 知 
道 ,在 该 点 


并 县 


所 以 ,在 局 部 最 大 值 点 上 不 等 式 


Au <I 
必 成 立 ， 上 面 的 简单 推理 得 出 下 述 断 言 : 如 果 在 区 域 丸 的 每 一 点 
省 数 «满足 严格 的 不 等 式 

Axn > 0, (1) 


则 * 泵 能 在 忆 的 尾 何 内 点 上 达到 其 最 大 值 。 假设 部 my rateta 
rx) EENE DRE 
ARAR, AGH E EREE EAE Ba: 如 果 # 在 
加 中 满足 严格 不 等 式 


. 59. 


A ES) 


a Sfi Xa 


N e 不 能 在 任何 内 点 上 达到 其 最 大 值 . 


EG PROS BY, RNS SNM Be 
格 不 等 式 建立 最 大 信康 理 ， 即 将 证 明 在 英 系 式 (1) 和 《2) 中 即使 多 
许 等 号 成 立 ， 上 述 最 大 信和 不 型 仍然 有 效 。 特别 是 调和 函数 满足 最 
AHR, 

我 们 首先 对 满足 


Aum FH 4. Or 0 (3) 
z 


HJA ZE Seni 
算 子 的 一 些 特殊 性质 ， 往 后 ,在 考虑 更 一 般 的 微分 算 子 时 
会 在 到 怎样 修改 第 一 章 中 的 方法 来 导出 最 大 值 原理 。 


Al 


GFE DI MK, ESF DY HOEG, y) EIA 
2 U-PCI KU. RAN A 
Reo AR Eh 
Ov ， 


Bo ， 
redo = OF py Ov 
emd oe Oy? 


定义 的 向 B Wh iJ Pmb EKE 何 量 
HR w= alanyi + blej 的 散 麻 是 由 公式 
divw = 8.4. 98 
ðr by 


定义 的 数量 函数 。 因 此 我 们 有 
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Au = div(erad u), (ay 
ERR 天 中 把 散 度 定理 "用 于 * Ae 
fi, razas = ff, siCarad aay = 中 ge dss 


其 中 :是 沿 C, AK, f Ou/ar 是 取 在 边界 Ce 上 的 法 疝 导 数 . 
在 极 坐 奈 系 中 ds = rdd, PRL 
“Bu ag, 


ff, araras =r f, or 
由 此 可 得 ,如 果 在 DD 中 Aw > 0, 则 
下 oe a> 0, 65) 


y 
现在 我 们 允许 > 在 0 HAER R ZAR OK, 都 是 中 心 
E 2,9) AYR, BOR SNH Ke 完全 色 仿 在 D 中 。 从 0 到 
积分 不 等 式 (5) 并 交换 积分 次 序 , 就 得 到 


kf By ae 
| | 24 dbdr = | a R,0)d0 一 2nulZ,7) > 0, 
oh Br [3 


: 2 
_ 1 (* 1 
ga = 6 
#89) SE 去 f ul R ,0)R40 了 中 ve (6) 


(6) KOEI 在 Ce EWEG, 而 Ca 是 中 心 在 (#7) 半 径 为 
玉 的 加 周 ， 所 以 (6) 其 言 := 在 刀 中 任何 一 点 的 值 不 超过 以 该 点 
为 中 心 的 DD 中 任何 国府 上 的 平均 值 ， 如 条 Ax 一 0, 则 该 不 等 式 
对 # 和 一 u 都 成 立 ,因此 我 们 得 到 以 下 结 

定理 1( 平 均值 定理 )。 如 果 4 在 DD 中 调和 , 则 uE, 7) BE 
在 以 (2, 必 为 中 心 的 任何 恩 周 上 v KPE BD 


说 : 如果 已 是 具有 光滑 边 给 BD HAREM N) [|  divwdedy = 
fw ndes 其 中 A RLOMAVGRL RR. 在 高 继 情 区 英 似 的 结果 成 立 [ 见 第 
EFFRO 
.6l 。 


为 得 到 最 大 值 原理 ， 我 们 假设 * FED Pid (SNC), IF AL 
GED PRR Cro) 达到 共 最 大 值 M， 因 为 «所 M iff Croy) 
一 M ,从 (6) 可 得 ,在 位 于 刀 内 的 中 心 在 (so 各) 处 的 每 个 圆周 上 > 
WEST M, AER DPA AC), KA u << M; PR 
46 Crys) 的 某 邻 起 中 同样 有 z# 过 M。 用 力 内 的 一 条 曲线 把 《%， 
Yi) BU (x00 Yo) 连接 起 来 , 设 Cry) 是 该 曲线 上 使 2 一 对 的 第 一 个 
点 (图 2)。 那么 在 任何 以 (x, ¥2) 为 中 心 的 充分 小 的 图 同上 不 
ESFM., 这 样 一 来 与 不 等 式 (6) 和 矛盾， 从 而 建立 了 以 下 结 梁 . 


Cyt 


定理 Z(H AGE). ik 
Aud DP, 
如 果 * 在 刀具 任 一 点 达到 它 的 最 大 值 M , 则 在 PD 中 = M. 

我 们 没有 假设 芝 域 了 有 界 。 用 8D eRDWR, 我 们 看 匀 
WR 在 D UAD 连续 , 但 不 是 常数 ， 那 么 如 果 刀 有 界 ,x Æ Dh 
的 值 就 比 “ 在 OD 上 的 最 大 值 要 小 。 WEDER, W eD Hi 
RANT ete OD 上 的 最 大 值 ,或 者 小 于 当 ( 和 十 EREN 
时 «的 上 极限 ?。 

由 于 对 满足 不 等 式 

AsD 


D 上 极限 的 定义 见 110 页 的 脚注 。 
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TORR RCA et EAS Be IME J CHU 2 用 于 随 数 一 x g, RT 
能 够 作出 结论 ， 非 常数 的 调和 函数 在 DD 的 任何 内 点 上 既 不 能 达到 
它 的 最 大 值 ,也 不 能 达到 它 的 最 小 值 ， 

定义 ， 在 区 域 D 中 满 是 Au > 0 的 函数 # 丈 为 在 DP 中 臣下 凋 
AY MRA PEM. WE An <0 所 以 一 * 是 下 调和 的 ， 
我 们 就 称 * 是 上 调和 随 数 ， 

假设 在 边界 为 OD 的 区 域 D le 是 下 调和 列 数 而 v 是 调和 项 
HL, THe 


wane 
EDI FIRM, AVR «Ale OD LBA, Ne GOD LEER, 
由 最 大 值 原理,w 在 整个 D 上 非 正 ， 因 此 我 们 得 到 不 等 式 
“£v TED, 

FAMA -REMEM OEE KD. FARR 
# 在 区 城 刀 中 的 值 总 是 低 于 在 了 的 边界 上 与 重合 的 调和 函数 的 
É. 

在 任何 维 数 的 空间 中 ， 定 理 1 和 2 都 有 恰当 的 推广 。 设 < 是 
n 个 变量 的 下 调和 阴 数 ; 则 假设 Aw > 0, FRAT Ke 表示 申 心 全 
Cios tEn) FWRI IR, ITAL Cr RAHA. BAL 


为 


了 一 


| 
的 球面 Ce 的 未 面积 用 Se RAE BR 
Sg = waR” 


是 方便 的 。 其 中 oon 是 内 依赖 于 #4 的 绝对 常数 。 例如 ，w; = De, 
w= 4r， 于 均值 不 等 式 断言 ,对 下 调和 函数 


MBs ) S i fads, (7) 


o, R” 
其 中 dS 是 (# 一 D a TEL ERG HR AA R E Cr — 1) R 
分 .《7) 的 证 央 可 完全 遵循 与 (6) 的 证 明 辐 样 的 方法 ，# 维 调 稳 册 
数 的 平均 但 定 理 和 = 维 下 调和 函数 的 最 大 值 原理 是 《7) 的 直 按 推 
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it. 
习 是 
Lb Ma tyr Ea) GE H g H ee tet, “eM eB 


FARAR? 当 “ AM AN « 是 上 调和 函 教 ? 
2. 如 果 "8 是 平面 极 坐 标 , 商 ”是 整数 , 试 证 明 cos 和 romal 是 


Wea. 
3. WEAR fa] 
BW | BM ke oy yn 
ar y T" 当 atd yel tty 
#=0 当 型 十 只 一 1 叶 
Be “= 0 SKER. 
ike 是 本题 
Sot an 当 l< l]<1 N, 


#=0 4 |e] tly] =1 
的 解 ， 试 求 0(0,0) 的 上 ,下 界 . 
提示 考虑 函数 "一 “十 Let), 
5. 证 明 ”个 变量 的 下 调和 函数 的 平均 值 不 等 式 [公式 (7)1- 


第 二 节 ”二 阶 酉 圆 型 算 子 、 变 换 


我 们 将 讨论 形状 为 
* 8 
È CE TEEPE] onan, 


的 二 阶 化 分 算 子 ， 轩 为 00x00, = 90x90, ROTEL 
a 1 Cai. + @i)s 


从 币 把 上 而 的 微分 表达 式 写 成 


= 646 


2 
Z m D) alear iar) oE any m api = on 


oa 8x, Ox, 
a} 
换 人 名 证 说, 假设 一 阶 算 子 Z DARRER I -MER RIE 
始终 这 样 假定 ， 
定义 , 算 子 (1) 在 点 x = Gan.) ROOMBA, 4L 
仅 当 存在 一 个 主 量 n(x) 使 得 ? 
ZOH wx) E G) 


对 所 有 的 = 维 实数 组 (Eitsi) OL, BFL ROAR 
忆 中 是 往 图 型 的 ;如 果 红 在 忆 的 每 一 点 部 是 椭圆 型 的 ， 包 在 DPIR 
是 一 至 酉 图 型 的 ,如 果 对 中 每 一 点 (2) 成 立 并 且 存 在 一 个 正常 数 
Ho BA wl) > py 对 DD 中 所 有 的 x 成 立 。 
HERES RKK ABE RS: 对称 矩阵 


(一 | 全 用 t 


at Gna ttt Agn 


在 每 一 点 x EE. 
我 们 感 兴趣 的 是 钱 究 各 种 坐标 变换 对 5 的 形状 的 影响 ， 坐 
标的 线性 变换 
ym Seu, i= 1,2,+++50 G) 
im 
a] ICS Sm 
y= Cx, 


在 这 个 等 式 中 , x My a X 1 IK, HC X 9 BE Cen) 
n X n FGM C AMER, MARY RCRMER RA 


D BRM RAR al) -aO BEARER) MECELA MEUN. 
AS PUTTAR By ALE BLS OR EC N ARERIA) PAC i 
RIL. 
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Dono {i 0) 


可 0 I*R 

容易 证 明 条 件 
Deren { Simi}, ipl, 2n G) 
KF 0 Fist 


与 (4) 等 价 ， 事 实 上 ， 用 C7 表示 C 的 转 置 件 阵 而 用 C7 RR CH 
递 失 阵 , 我 们 看 出 正 交 性 准则 (4) 和 (5) 都 等 价 于 关系 式 
CT 一 CT 

定义 . 当 习 仅 当 和 矩阵 C 一 《ew) REXER, EROMA 

“FDS Be A A PRA TE Be AN AT MEE. 

定理 3. BRAT 

f= > P 

Z =D as rz 


fr) 


MAW WCE RAG) PAT Z 地 形式 


4 & 
bu = (6) 
Ga E DnD? 
共 中 
bu = Ñ agenes 二 12 《7) 


而 且 算 子 (6) 是 幅 圆 的 
证 明 . 因为 87;/8zi = cip 把 链 锁 法 则 用 于 Z RA 


2 a a = > Wij RICE Z 


Ga” OxiOx; njia By 
用 关系 式 (7) KEER B 一 (zu)， 我 们 就 得 到 形状 为 (6) 的 
SELOM AEE o 维 数组 (o Etto Be) 并 


号 出 
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» a 


D) bbe = D) aise ak gerbe 
定义 


我 们 就 有 


D buit = D amme 


kaen ijel 


Bik EREC R HS)» 


D) buit > we) Dy nm = ela) $, eyhengi 
A a ， 


katt ihm 


= x) DA 


REL 


附注 《我们 指出 在 坐标 的 焉 交 变 换 下 不 仅 保持 精 圆 性， 而 
且 量 从 x) BRE. 

Gi) 如 果 一 个 算 子 是 一 致 精 贺 型 的 ， 则 在 任何 正 交 变 换 后 它 
仍然 是 一 致 棋 圆 型 的 ， 

《和 二》 为 了 象 上 面 所 讲 地 那样 应 用 链 锁 法 则 ，C 的 元 素 是 常数 
是 本 质 的 . 

Civ) 如 果 常 系数 算 子 在 一 点 是 栅 圆 型 的 , WEEET n 维 空 
闻 中 是 一 致 精 圆 型 的 。 特 别 ,Laplace 算 子 处 处 是 机 圆 型 的 ， 


从 线性 代数 中 知道 ,对 任何 特定 的 实 对 称 和 矩阵 4 = Cay), 存 
在 一 个 正 交 矩阵 C = (eu) BR 
bj 一 £ Ciagus Fy FLL, otan 
im 
给 出 的 ,或 等 价 地 由 
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B=CAC™! 

给 是 的 短 阵 8 一 (6:) SEAT ARI AB RUA a AN PER 
BAR MERIT bre AORERE Ca) 的 特征 信 , 而 (eij) 的 每 -- 行 
是 对 应 的 线性 变换 的 特征 向 量 . 

旭 果 在 一 个 特定 点 行 这 样 的 对 第 化 ， 则 对 所 有 的 = 维 实 
BUR Cnet, om) 我们 得 到 

= baln = 之 ba Bah > WB) av 
由 此 得 由 所 有 的 对 角 元 素 bul E) 部 是 正 的 .事实 上 RNA 
by 2) > aë). 

而 旦 ,如 果 L 不 是 棍 回 的 ， 对 任何 正 数 CX) RSA 
能 成 立 、 因 为 ， 要 是 成 立 的 话 ， 逆 变换 将 导出 原 算 子 的 一 个 和 本 
圆 性 不 等 式 一 样 的 不 等 式 。 HU, BY FERED, BME 
by (2) 中 至 少 有 一 个 非 正 。 

我 们 假设 原 算 子 S 在 一 特定 点 至 已 化 成 对 和 角形， 在 该 点 可 


nooo g 
f= (x) -2 
L >s (2) ar 


现 引进 第 二 个 坐标 变换 , 它 由 一 个 “ 促 缩 "组 成 。 我 们 令 
1 


7 (8) 
‘ N bala) ‘ 
FADIA Log} AMAR ae RA 
io Za 
a= TH p= ee kS ligne 
它 把 算 子 化 成 形式 
gay 
kzi Ozh 


仅 当 所 有 的 by C2) BO TE TAERE. TERET 
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下 面 的 结果 . 
定理 4 二 阶 算 子 S 在 一 点 对 是 椭圆 的 , 当 且 仅 当 存在 线性 
EB 


s 
R= D, dyti k= 1 2 7 


使 得 在 点 天 SA 变 成 {a} 坐标 系 中 的 Laplace HF, 

应 该 强调 的 是 我 们 已 始终 假设 《au) ROEM PTL, 这 入 
的 约 化 只 是 在 一 特定 点 元, 而 不 是 在 整个 区 域 上 "实现 的 ， 

算 子 


(L+ h) = = See aij =~ 
TE 2 ARCOM BA, Saat 
Z > a 


= Ox;8x; 
在 该 点 是 丹 加 标的。( 工 十 A) 在 DD 中 是 BORER IR 在 
Dee SUN, ELH EAA EHD. 


3 a 
1il. FAJE REC 


whe uly ole 


o (se e9, ol 


Tot osi =t 
ft 1 1 
Os . 

1 1 1 1 

-11 -t 1 


D LGA, -BHR ATER LB PRR ROH eH E 
laplace RF 2% PANY, 


wjn whe ele 
2 
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2. 试 证明 当 xz + vcd cee 


oad cig 


Life = e) Â + dys 二 (一 Yor 


WIAD ICEL, 
3. 冰 坐标 变换 (AE BAH 2 NERA i EEA) 
化 为 1aplare SEE. 
4 RIF 
OW On Bu ou an 


Le] 23 + a 
(eles gr tiay + har + tia + tayo 


化 为 Laplace RPEN, 
第 三 节 E Hopf 的 最 大 值 原理 
考虑 区 域 DD 中 的 严 客 微 分 不 等 式 
L{a =e “ear +5 at >o, a) 


(BK DED A. WR 在 一 点 # = (E, ttt) 处 
有 相对 最 大 值 ,我们 从 多 元 微 积分 知道 在 处 对 由 坐标 titat 
xs 通过 线性 变换 而 得 的 任何 坐标 z1,z2,"…… te A 

ðu au 

aa? 且 Dah SOAS 2am 
HI E LIER S 在 z- 坐 标 系 中 是 Laplace RF, MAE z 
不 能 成 立 。 只 要 工 是 枉 圆 型 的 ， 我 们 总 可 以 找到 一 个 线 竹 坐标 变 
eeu L BAER Laplace 算 子 。 了 RA ave: 若 


”和 一 纵情 形 一 样 , 我 们 要 抬 这 个 最 大 值 原理 推广 到 工 [x] 可 能 
只 满足 非 严 格 不 等 式 的 情形 ， 
HERBS. (noms oo EKR D PEER A SA 
Lids So ZOR + Dott 


at Da 
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EPLE- EMRK. BARÉ oo W bu RAR WE = 在 
DIN- MBER A MMA DA =M. 

证 明 . 假设 在 PP 中 茶点 P 上 一作 而 在 DD 的 男 一 点 8 ka < 
对 ， 我 们 将 得 名 矛 赴 。 在 中 作 从 8 延伸 到 P 了 的 一 条 弧 >( 见 图 
?)， 用 RR 表示 ?上 人 先 w = 村 的 第 点， 即 企 7 的 8 到 的 部 分 上 
# < 时 而 KR) 一 M. 设 2 之 0 是 Y 上 任 售 点 与 D 的 边界 上 任何 
AURA TA. 我 们 考虑 7 的 8R 部 分 上 的 一 点 Pi， 它 到 


ARIES a4 PERL Pi 为 中 心 的 使 # <M 的 最 大 的 球 ， 这 


个 球 ( 称 之 为 天 ) 的 半径 小 于 +4 所 以 整个 位 于 DD 中 . 设 S 是 天 
的 边界 BK Lie 一 对 成 立 的 一 点 。 上 庄 连 续 狂 至 少 存在 一 个 这 
样 的 点 ， 也 可 能 有 许多 这 样 的 点 ， 作 一 个 球 Ki 与 BK ERS 
AO, HABE KR. CLA.) OK RR KA 
Fi RABAT Ki the < MJ AE OK, RAS hu <M. 用 
n RB KK, 的 半径 。 

我 们 还 要 另外 构造 一 个 球 . 以 5 为 中 心 , ri 一 on 为 半径 作 
一 个 边界 是 OK, 的 球 K, CUMS). 我们 用 C3 表示 OK, 在 K, 中 


WOOK, 上 的 部 分 ， 即 曲面 C; 包括 它 的 边界 ， 而 此 边界 是 K, 和 
OK, WIZE. OK, TE OK, 之 外 的 部 分 称 为 CY。 


oe 


. aK 
K 
图 4 
OX j 
aK 
图 5 
AJEA C E< M， 所 以 存在 常数 之 0 使 得 在 C2 上 
“SME 


由 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 必 达 到 最 大 值 这 一 事实 可 推出 以 上 结 
w. S-Di AÝ sS M 处 处 成 立 ,我 们 知道 在 CY 上 
“<M. 
BERK, RD $= Goto oi) BA, eM 


“Beret og Q) 


e(x)=e 77? 一 上 


其 中 心 是 待定 正常 数 。 于 是 显然 有 
z>0 KH, 
z=0 0K, 上， 
z<0 在 Ki 外 。 


72 。 


我 们 算出 
2 (je) a 
Llal = eR, pC 
1a Las + br — coh 
由 于 算 子 工 的 一 至 椭圆 性 ,我 们 有 


> 


Booi Kai X3 Ce = RY > E rat Ka chs x T 


Liz] > ca 一 2 X Lan t Cx: — Di. 
a 


选取 “充分 大 ,使 上 面 花 括号 中 的 量 为 正 , 从 而 得 到 
Llz]>0 在 KK; 中 。 
如 辐 第 一 章 中 定理 工 的 证 明 那 样 我 们 作 国 数 
wnt ex, 
其 中 e 使 得 


0<s< 一 
Ice” 


"i 


MoAA TEM: 

@ 在 C; 上 w <M, 为 看 出 这 一 点 我们 首先 注意 

0<z<1 一 < 

所 以 gz < 二 并 且 在 COE # 二 MM 一 5 把 两 个 不 等 式 相 加 就 得 
到 在 Co 反对 

Gi) 7hey kw <M, 这 是 因为 在 CY bx <0 UAK u <M 
处 处 成 立 。 

Gi) ERAS Aw 一 M。 因为 由 假设 知 在 点 3 ,4 一 
MADE = 的 造 法 知 在 点 8 ,x 一 0, 所 以 这 是 对 的 。 

BTM), Gi) MGH), ER K ABR ARKE. BO 
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Bini, 

Llw] = Lla] tells] >0 Kt. 
所 以， 如 染 工 是 炸 网 弄 的 ,ww 的 最 大 值 就 不 能 在 K 中 出 现 . 已 经 
RUŽE IEE. 


附注 , (i) BF LN SHE RAFAT. 


Sade) E 


nD E 
在 包含 于 DD 内 的 每 个 闭 球 上 有 界 就 足够 了 。 
Gi) 区 域 D 不 必 有 界 . 
Gi) RAR u 就 可 得 到 对 满足 工 [四 <0 的 小 
数 的 芭 小 值 原 理 。 所 以 ， BERGE Hal = 0 ARR RR ED 


对 形状 为 CL + A) WRT. 我们 有 向 第 ~- 章 第 一 节 中 一 维 情 
形 何 类 似 的 一 个 结果 . 

定理 6. ee 满足 微分 不 等 式 

( 工 十 jx] > 0, 

HAO, LEDHE ~RHB BH, HALW ARMs AR, 
如 果 #* 丰 DD 的 一 个 肉 点 上 达到 非 负 最 大 信 M , 则 4 二 MM 

完全 遵照 定理 5 证 即 的 方法 就 可 证 明定 理 6。 完全 一 样 地 定 
义 辅助 函数 MERE. MHE Eh <0 EARS 
ACL + Awol > 0 HEA LER RE ERA Bk 
可 得 出 矛盾 . 


附注 . (TERY BET BEG 
ZOE COIG PAC) aC) 在 DD 中 的 每 


EE 


ane 


个 于 款 上 都 有 界 ,这 个 证 明 仍然 成 立 。 

Gi) A<0 的 限制 是 本 质 的 ， 因 为 若 A> 0， 则 容易 得 到 反 
A. Am AR e E r 一 0 处 有 最 大 值 ,而 它 旺 ” 维 方程 Ax 十 
(24 一 4r ju — 0 的 解 。 


the ZEA GR OD 的 区 域 也 由 满足 Ll] 0. 我 们 知 
道 如 果 #* 取 到 -个 最 大 值 , 那 么 * 必定 在 一 个 边界 点 上 也 了 到 刘 它 . 
SER ARIA Æ DU6D 上 连续 是 有 界 ， 并 假设 在 8D 上 存在 
一 点 P, *ERRMEMR AE. MRD AR, 这 样 一 点 总 是 存 
在 的 - 首先 ,我 们 注意 到 在 边界 上 点 了 处 沿 指向 外 的 任何 方向 、 
# 的 方向 导数 不 能 为 负 ， 若 它 为 负 ， 当 我 们 在 点 了 进入 区 域 D 时 
# 将 开始 增 大 ,因此 最 火 值 就 不 能 在 点 P 达 到 .、 
设 天 一 (my 有， Wn) 是 DD 的 边界 上 点 处 的 单位 外 法 向 
m. WREE ve (attan) WE 
ven>d, 
我 们 就 说 v 在 边界 点 了 处 指向 马 外 。 我们 把 w EAA PRL 
向 2 的 方向 导数 定义 为 ? 
= Eml» > gmd«(#)] = 各 人 x tout n 
CURE ATEN). SUR > 指向 吕 外 ， 则 称 它 为 外 方向 导数 。 T 
Si Ai u 在 点 P 有 最 大 值 ,在 点 P 就 有 Bu/6v 之 0. 
现在 来 证 明 除 非 # 是 常数 ,严格 的 不 等 式 Ou /Ov > 0 在 点 P 
成 六 ， 这 个 结果 显然 是 第 一 章 定 理 2 的 推广 。 
定理 7. 设 « 在 区 域 马 中 清 足 不 等 并 
` Du Ou 
Llu] = ge pa Gem 
LIED SURO. RIE Des M 并 且 在 边界 点 P 
ku=M. MPR DPRK WAL. whet DU PIL 


1) 这 盟 对 通常 定义 稍 加 推广 ;在 通常 意义 中 要 求 » RATA 
75 。 


连续 ,并 且 在 点 了 外 方向 导数 Ou /Ov 存在 ,那么 在 点 上 
Be so, 


除非 «=M. 
证 明 . REM MAMA. RUER KL. F 


是 我 们 可 假设 OK ESAT DU PH 作 半 径 为 二 ris 中 心 在 P 


ORK Kia Fel n 是 ,的 半径 .《 见 图 6. ) 按 照 (2) 定 义 函 数 z， E 
“充分 大 使 Liz] > 0 在 天 :中 成 立 。 现 在 作出 函数 

wah ez, 
HRES, WMR u% MMRR. Ihu MEK, PRE KL 
边界 上 成 立 。 PUA KWL =0, Bie > 0 hut 


UME RS! SM 在 位 于 K HW K 的 部 分 边界 上 成 立 . 于 是 ,在 图 
5 记 示 的 阴影 区 域 的 整个 边界 上 w SM. 因为 在 这 个 区 域 中 
Liw] > 0, 最 大 值 在 点 达到, 且 w《P) 一 M， 所 以 ,在 点 P 


OH ~ Bn 1 g 82 my 
op op op 


现在 要 证 明 人 在 点 了 6zj6z < 六 所 以 Ou/Ov > OERE. K 


a joe 


诗作 为 坐标 系 的 原点 , 令 * RAM SORA Euclid HR, RA 


pac el, 
于 是 

-8s 一 一 2arie 

bx, 
并 且 

ame, 
7 

因此 


Oe gem D yn < 0. 
ôv fst 


所 以 6u/Ov > 0 证 明了 定理 的 结论 。 

只 要 M BO, H Awe RAE CL 十 Ade) > 0: 则 对 4 < 
0 的 算 子 工 十 4 定理 ? 的 证 明 同样 行 得 通 。 

定理 8. ike 满足 不 等 式 

(L+ Ayu] > 0, 

其 中 工 是 定理 7 的 算 子 ,在 D 中 Me) <0, EDHUM, 
在 边界 点 P 处 «=M, H M SO. RA Piet DAP RAI 
AFL. WR EDU pipe, Me 在 点 了 的 任何 外 方向 导数 是 
TERS GRAB ZE DIE aM. 


ME ORDRER ASAE = n 时 的 法 向 导数 以 及 


和 

Gi) 如 果 把 在 DD 的 内 部 # 一 对 这 一 假设 加 到 定理 7 的 假设 条 
PER, WEEER S ZINERZ 于 是 定理 5 可 作为 定理 7 
的 推 沦 得 他， 为 此 ， 只 需 把 带 有 附加 假设 的 定理 7 用 于 图 4 中 的 
ERK 以 及 它 的 使 * =M 的 边界 点 5。 注意 在 一 个 内 部 最 大 值 点 
处 每 个 方向 的 导数 必 为 零 这 一 事实 与 定理 7 的 结论 矛盾 。 这 样 一 
Ke 没有 内 部 最 大 值 , 定 理 5 得 证 。 


om. 


Gil) e 的 一 个 由 对 最 大 秆 在 DD 的 不 壮 区 域 上 是 绝对 最 大 值 . 
REER SAN, 如 果 在 DD 中 Ll] o JEL e 在 内 点 了 有 一 个 
HARAT, Me ER PHOT OR. 由 定理 5， 若 月 
(L+Alel>0, Ae Eh PR ERAR RAI, 则 w 是 常 
De. WOR u ENAERE EE NEA PEP BA a = 0, 

Civ) 在 定 弄 7 和 8 的 证 明 中 , 球 
为 在 这 样 选 半径 之 后 向 量 x 一 充 几 平平 行 于 点 二 的 玻 雁 县 ， 于 是 
我 们 减弱 假设 条 件 : MERE aif Deum, if Daman 和 
hl Zouma 在 点 P 的 DD 中 的 一 个 领域 中 有 界 。 只 要 边界 不 是 工 
的 特征 曲面 ?， 妇 果 算 子 工 在 边界 上 不 是 椭圆 卉 的 ,这 个 结果 仍然 
AR 

O) BURT PG On/Oy KEE, TET ATER RR 
I? 


Lula) — ule — ap) > 


lim inf 
ardt a 
3 a 
1 .假设 “在 有 界 区 域 P 中 满足 Leao jth KOAH R o È 
于 四 一 0 在 DP 中 的 一 个 解 ， 如果 在 OD 上 wx, 试 证 明 在 上 处 处 有 es 
e. WRH DERRAME R. 
2. tyci E = L GF H TG + | 是 调 
和 的 并 且 是 正 的 ， 由 于 除 (1,0) 外 当 e 十 下 一 工时 a0, RARE 
War? 试 解释 之 ， 
3. 试 证 及 在 区 域 D 中 
Se, Oe 
Ox oy? 
的 解 不 能 在 了 中 达到 其 最 大 估 ， 除 非 *=" 
LI Dit 十 六 <1 的 边界 上 每 一 点 处 筑 子 


— wt a Q 


PSA. EY 


D AB el Say 了 关于 特征 出 而 
的 一 个 简单 讨论 ， 


D 关于 lim inf 的 定义 见 10E, 


-78e 


ou On 


Ht) 


第 四 节 ” 边 值 问题 的 唯一 性 定理 


我 们 从 研究 二 阶 偏 微分 方程 最 简单 的 这 值 问题 之 一 开始 ,在 
WHA OD 的 有 界 二 维 区 域 D 上 ,我 们 提出 如 下 的 确定 涡 数 v(*， 
?7) 的 问题 + 在 也 中 二 次 可 微 ,在 DUD 上 连续 ,满足 方程 


or : 
Av = aat ay j@.y) EDE (1) 
和 边界 条 件 
sv 一 gs) ODL, @) 


方程 (1) 通 常 称 为 Peison HE. WETTED La. MIE 
“的 函数 & 沿 3D 给 定 。 
确定 汶 样 一 个 解 v 的 问题 通常 称 为 Dirichlet 问题。 也 称 之 
我 们 不 去 研究 是 以 保证 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 的 关于 已 及 
关于 了 和 & 的 条 件 . 但 是 ,只 月 最 大 值 原理 ,就 能 证 明 : 知 第 - 边 
值 问题 的 解 存在 ; 则 它 必 是 唯一 的 。 也 就 是 说 ,我 们 可 以 证 明 第 一 
wins Sipe Te, 


为 建立 这 一 结果 ,我 们 假设 Fl on EOL HAI FO e A 
《1),(2) 的 两 个 函数 ， 定 义 
我 们 看 到 满足 


Au=0 EDA, 

u=0 在 8D 上 ， 
RRRA EL ED NAR «RRA A. SUE TARR 
FERS A ERED. 由 于 * 在 DU8D LER, RIA 
由 于 在 8D ba 一 0, 我们 得 出 在 DD 中 <0, HARE 
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一 汪 我 们 又 得 到 在 口中 zx > 0, 因此 
# 一 太一 思拓 0 ZED, 
区 域 品 在 界 这 一 假设 是 本 质 的 ， 否 则 ， 下 面 的 例子 表明 ; 这 
个 结果 是 不 正确 的 。 没 DD 是 由 
p= re <x< O 
SyS 
给 出 的 无 穷 长 带 形 (图 7)， 函 数 
v= esiny 
EDR Laplace 方程 ,并 且 关 系 式 
vx)0) = v(xs7) = 0 
表明 ，、v 在 D 的 边界 上 等 于 考 。 BARA BER AAO 
件 , 但 ”并 不 在 边界 上 取 最 大 值 ， 我 们 指出 


r(o2)= ef +o, 4 r> Hoo, 


为 了 得 到 无 界 区 域 的 唯一 性 定理 ， 必 须 规 定 关 于 ”的 性 坊 的 
附加 条 件 。 倒 如 。 著 规定 了 vr 在 x? ty? co 的 极限 , 则 当 十 
六 -> co 时 w 一 一 的 极 陨 是 零 ， 队 而 可 推 得 唯一 性 结果 ,我 
们 将 在 第 九 节 中 证 明 , 在 无 穷 远 处 ,更 弦 得 多 的 条 件 可 以 保证 唯一 
ie 

任意 个 变量 的 Laplace 方程 的 Dirichlet JAR ASME BERS TE 
骨 , 和 二 面 在 二 维 情形 给 出 的 完全 一 样 。 
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对 边界 为 6D 的 # 维 区 域 D， 我 们 考虑 如 下 问题 : ERR 
olx) 一 Ctra zj 使 它 在 六 中 满足 方程 


(LEDI = Dae) ee + Soca) at Mee =f, 


ial i=1 


(3) 
并 日 遵从 边界 条 件 
Əv _ o 
by +alxy =g ÆDE, | a) 
?一 8 在 了 上， 


其 中 8/6u ET, LEAMA RAIA TSM, REL 
EDP EMA MH, NA r 是 不 相交 的 集合 ,其 并 集 构 成 DD 的 达 
FOD. 集合 五 和 五 可 以 由 一 些 分 开 的 片 组 成 ,而 且 不 排除 荆 域 
T: 是 空 集 的 可 能 性 。 

定理 9. 假设 a Me, 在 有 界 区 域 忆 中 满足 (3) ING). 假设 
入 的 每 一 点 部 位 于 DD 中 一 个 球 能 边界 上 。 落 工 是 一 致 柄 圆 型 的 ， 
以 xX) 三 0 且 有 界 , 又 x) > 0, BAUS Ameo 0H 
空 集 时 一 oy 必 为 常数 外 ,mm = n 

证 明 . 定义 4 二 一 vi， 则 w 满 是 


(L+ Aa] =0 在 Dihb， (5) 

Bu _ 

Sp tee 0 在 | (6) 
# 一 0 ERE. 


MR” TREH ERMA ERA. RYE 6, 这 个 最 大 
IABE T EAP RE. WR e DERA, 由 定理 8 知 ， 在 点 
PL, 84/6v > 0， 这 和 (6) 中 第 一 个 条 仁 久 盾 . 因此 在 了 中 或 者 
u 是 常数 ,或 者 x 委 0 对 (一 纪 ) 应 用 同样 论证 ， 我 们 看 出 * 必 是 

但 是 没有 异 于 零 的 常数 满足 (5) 和 《6), RAR A =o 1 0H T 
是 空 集 ,而 在 这 种 情形 下 ,任何 常数 都 满足 (5) 和 (6).。 

当 儿 是 空 集 时 , 定理 9 建立 7 Dirichlet 问题 的 唯一 性 结 

sro 


F D ROK a = 0, 而 8/6w BREA SR ROAM) ME) 
称 为 Neumann 问题 或 值 问题 .定理 9 建立 了 它 的 解 的 叭 
-EGE A= 0 ,可 差 一 -个 HD. 如 时 = RIES = AA 

DEDE. ME D 和 了 BPR RU Me IA 

RE. 

H Laplace HAMMER, RIG HY :方程 G3) 的 唯一 必 
定 埋 要 求 ， 当 了 一 (bb ad bo bok) IDE AT PE 
态 加 上 一 个 附加 假设 、 

作为 定理 5:7 ALO 的 一 个 应 用 ， 我 们 考虑 一 个 机 体 的 稳定 溪 
度 分 布设 T(>,》s) 是 均匀 的 各 向 同性 介质 在 点 Px, 》 2 DY 
温度 ， 而 该 介质 占据 边界 曲面 为 8D 的 有 办 区 域 DP。 假定 边界 由 
而 的 一 部 分 用 表示 , 它 是 绝热 的 ， 所 以 没有 热流 通过 它 ， 在 其 
余 边 界 T， 上 的 温度 分 布 是 给 定 的 。《T, 和 了 ,每 个 部 可 以 由 项 十 
片 组 成 , 见 图 8.) Sn dp Wi BEA TY ATR AS CBI SA TH 
化 为 则 工 满足 方程 


AT 一 0 EDH 
以 及 边界 条件 
ƏT iy g 
bn 0 在 天 上 ， 
TRE 在 上 
(816n 是 外 法 出 导数 ). 
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BRULIS 007, EDINE N 上 ， 部 不 能 达到 温 氏 的 最 大 
JARRE. Bis, STD SNR TAA 结 
Jah POE INS AMA, 
DESE a dein KERI IRAN ARERI 
ES FOULDVRARST. RARAMERLH 's OT On 成 正比 ,所 以 定 


FLT: 只 有 在 边界 上 最 热点 供应 热量 ,在 最 次 点 取出 热量 , 才 
能 使 不 均匀 的 温度 分 布 保 
定理 9 保证 了 平衡 昌 度 分 布 的 唯 - tE. 


a m 
LRD RED |e[<ls p<. HAEA OIE » HOF 的 
每 一 点 都 出 铅 PD 外 .试验 还 任何 常数 满足 


Ar 一 0 EDH, 
fan 在 ap 上 ， 


但 是 ,如果 e0, WARS RR AE, 
Ar 一 0 EDE, 


SE + ale) = 0 在 OD 上 


2. 证 所 问题 


RSA ME, 
3. 证 明 : 如 果 问题 
an=0 当 j zj<1l, ly1<1 A 
#=0 当 !v|=1 时 ， 


G GY = = 


有 解 则 它 至 少 有 两 个 解 、 
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第 五 节 ORK 


定理 3 中 的 条 件 人 xz) <0 不 能 完全 去 掉 ， 例 如 函数 


“= sinssiny 


Ou , Ou 
aot gat ae 
作 正 方形 5:0 过 + 之 x， Oy cm 中 的 一 个 解 ,并 且 # 在 85 上 
un, 
RAR u 在 一 个 内 点 上 尖 到 其 最 大 值 . 
和 第 一 章 中 一 样 , 用 于 证 明 4 < o 的 最 大 值 原 理 的 方法 ,可 以 
加 以 推广 上 人 义 最 大 信 原 理 。 于 是 , 边 值 问题 的 唯一 性 定理 是 
它 的 一 个 直接 推论 . 


ABE xx) 在 区 域 D 中 满足 
Yar) ax 4 5 Ou. 
(L + lal = 25 x) Bt Dee 
+ ACx)u > 0, (1) 


TED ABO. PRR BA ARE. it w(x) 是 给 定 
{EDUSD 上 的 一 个 正 函数 ， 定 义 


m K), 
u(x) = we)’ 


TRB DB 
4 代 士 人 [加 一 位 TORES + =f Say ae 


bja Ei ws 


+ ge + LL + aw 20. 
3. w 


xr 
TE MRED RRA, 
+84 


(L+ Alwl<o, 
我 们 就 可 以 把 定理 6 和 定理 8 f H AO eK A BW A T R 
xx)》 从 而 得 到 下 而 的 定理 。 
定理 10. 设 x(x) 在 区 域 D 中 满足 微分 不 等 式 (1), 工 在 D 中 
是 一 致 项 圆 型 的 ， 如 果 存 在 函数 w(x), 使 得 
w(x) >0 在 DU8D Es (2) 
(L+ Awl EDH, G) 
则 aCe) wlx) 不 能 在 D 中 达到 非 负 最 大 值 ， 除 非 它 是 常数 ， 如 
果 (x)/o(x) 在 8D 上 点 P 达 到 它 的 非 负 最 大 值 , 而 Pf 位 于 如 
中 一 个 球 的 边界 上 ,又 车 sjw 不 是 常数 , 则 在 点 P 
u 
i)o 
其 中 8/8w 是 任何 外 方向 导数 ， 
QRS PREM HE, MB OD bu 一 0, 则 定 
理 10 蕴涵 了 第 一 边 值 问题 解 的 叭 一 性 。 RA TO RA 
这 个 结论 、 
EMIL 如 果 存 在 DU8D 上 的 正 函数 w > 0， 使 得 (L+ 
Aloel ED RY, XADAR WAS 
(L + h)a] = a) EDH, 
u= g(x) 在 8D 上 
全 多 有 一 个 解 ， 
当然 ， 并 非 总 能 找到 满足 定理 10 和 定理 11 所 陈述 的 条 件 的 
BK. 从 本 节 开 始 给 出 的 例题 , 我 们 看 到 , 函数 zx 一 “sinxsiny 
其 中 。 是 任何 常数 ,是 《9%/6x*) 十 (8%/8y?) + 24 一 0 在 正方 
Goce cacy a 中 的 解 , 它 在 边界 上 满足 条 件 “一 0， A 
此 解 不 唯一 ,所 以 对 这 个 问题 ,函数 不 可 能 存在 - 
只 要 区 域 DD 包含 在 一 个 以 两 个 平行 超 平面 为 界 的 充分 窜 板 形 
区 域 由 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 确定 具有 性 质 (27 和 (3) 的 函数 w(x) 
的 特殊 方法 。 假 定 有 界 区 域 六 包含 在 板 形 区 域 。<< 拉 所 中 ,其 
HH RE x 一 (xisxa》 的 第 一 个 坐标 ; 令 


.85 。 


wx) = L pen, 《45 
选取 数 “ 和 有 时 使 (2) 有 和 (37? 成 立 。 我 们 算出 
(L AL w= fl oe Ce) + ab, (xe) + aCe) Te + Ax), 
根据 BR DUVEAR BE a(x) S m。 我 们 假设 A(x) Gi aCe) 
RAGA 
—m Six) <M, 
—m < BC), 
Sith m MIM ARG. HM 充分 大 ,使 
my — (a+ 1)m > 0. 


然后 选取 
_ M 
e= am (eF lm (5) 


(L+H)w]<0 在 DU6D 上 . 
但 是 ,为 保证 在 刀 U8D 上 w 之 0, 我 们 必须 有 有 
peto ct, 

如 ,必须 满 趾 不 等 式 

M < [ep (ot 1ml, (6) 
如 果 我 们 希望 仍 有 增 大 的 余地 ,我 们 可 选 5 使 (6) 的 右 端 达到 最 
KE. 注意 当 “一 < BARK. BA, 4 Aa) 的 最 大 值 
MILNE, BECOME beh, RE a 和 8 满足 (5) 和 (6)， 
定理 10 的 最 大 什 虚 理 对 由 (4) 给 出 的 w《x) 成 立 。 所 以 ， 给 定 自 
子 工 十 ,总 有 一 个 数 5 一 4 存在， 使 得 车 DU8D 位 于 一 个 夺 度 
为 5 一 “的 福 中 , 则 第 -' 边 值 问题 有 唯一 解 。 从 另 一 个 角度 来 看 ， 
RECO) A WER DUD, F A) 的 正 最 大 值 好 充 
分 小 则 第 一 边 值 问题 的 解 也 是 唯一 的 。 


D 的 最 年 可 能 什 纵 出 不 等 式 
MaL — ay Cpo H {Huh + Cm + Apa — ayy 


van gh — 0) + Bao + (Aus + Get imam) G — ay]. 


= 86+ 


显然 , 板 的 厚 变 5 一 a 可 在 任何 方向 上 ,因为 作 坐 标的 旋转 可 
使 这 个 方向 变 成 方向 . 
其 它 边 值 问题 解 的 叭 一 性 也 可 以 用 广义 最 大 值 原 理 来 证 明 。 
Wek 
= Sante) oH oe Sg (ey Ot = 
CL + ila = È A 十 = ba) + xu = 0 


EKIRO pR. 我 们 假设 * 满 足 边 条 件 
ott xu 一 0 ET Es 
op 


n=0 ÆRE, 
这 里 边界 6D 由 D RN 两 部 分 组 成 ， Ou/6v 足 任 何 外 方向 导数。 
我 们 仍 假设 T, 的 每 一 点 位 于 DD 由 一 球 的 边界 上 ， 设 wa) 在 
DUAD 上 为 正 , 定 义 


zfx) = wx) 


w(x)” 
SU e ED RE 
< ae = 2% Bul 
ji) bj SS a SE 
a 让 tom ae 


+L wle = 0, 
w 


紫外， FRR 
Ər , 1 {aw 
24 12e + czjpj =0 Erk 
2=0 EME. 

EMO 可 得 ， RED (L + Awl <0, HEEN E 
(6w/Ov) + o€x)w > 0 NED Ib v = 0 ;除非 : GCL + AML] 
= GME T, E (Ow /Ov) + oCx)w = GGT ERRAT 
o 可 以 是 任何 常数 . 

认 上 论证 建立 了 以 下 “ 般 的 唯一 性 定理 。 

定理 12. Be DUAD 上 存在 正 函数 w(x) > 0, 使 得 

e7 


(L+ wK 人 在 站 ， 
并 用 


ae + ox)w 20 FET, 上， 
ôv 


其 中 6D hn, Ar MAR. BT. EAT D pA 
球 的 边界 上 MEDER. MPM 
(L+Alel—Kx) 在 DD 中 ， 
olen a(x) ENE, 
ye 


a= gf), TET bE 

至 多 有 一 个 解 (x), 除非 GL + lel =05 GD 在 了 上 
(8w/8y) + a(x)w = 03 GT, BR HAM TES w A R RE T 
国内 确定 u. 
定理 12 可 从 以 下 事实 得 到 : 若 a Me: RAE, MG 一 
a iw 满足 最 大 值 原理 。 注 意 定理 12 包含 定理 11 作为 特殊 情况 
(T, BE). 

满足 所 需 条 件 的 w(x) 的 存在 性 意味 着 不 需要 对 从 x] 和 
aCe) 作 特 别 恨 定 . 


3 题 

Lik (E + Au] (Pa) + (uâ) + 24, 又 设 品 是正 方形: [+1 
<b, [s] <5, 如果 wC) = 1 — Ber, Ra, P, 6704, RHE, 使 得 若 
G- + Jan 则 wjw REBAR, E w(x53) 一 1 — pete tot 
7 ,这些 全 又 是 多 少 ? 
2. 设 (上 + Ayala ujat) A (Da0) + yu, LUE De 是 区 域 : 但 
<y<ye oO eLO), KAR e RE r ERE (十 [4] 20, Mofo 
在 Dr PIETRA. 


第 六 节 ” 边 值 问题 由 的 逼近 


设 以 xz) 是 


88 > 


Nr 


C thal = Ke) EDA wy 

ARH RR ARE 
Be + alae = gx) Ent) 

p 
wm glx) ERE 


G) 


的 解 。 

RØ, BOE LEBAR N Un 组 成 边界 8D,8x/8v Æ 
了 的 每 一 点 上 的 外 方向 导数 。 此 外 , T 的 每 一 点 位 于 包含 在 Dih 
的 一 个 球 的 边界 上 ,并 且 刀 有 界 。 

最 大 值 原理 能 用 来 得 到 (1)，(2) 的 解 的 界 ， 我 们 所 用 的 方法 
是 第 一 章 第 五 节 中 对 党 微分 方程 的 解 所 用 方法 的 自然 推广 。 

我 们 假设 L, ARID HIN TMB w(x) EE, wE DUGD 
上 为 正 并 具有 性 质 : 

{ 工 圭 和)[w] 气 0 EDH, 


DE a xe >t ERE. 


CE AC) < 0 B a(x) > 0 wC) 三 1 具有 所 要 的 性 质 .) 
现 设 能 够 求 得 满足 不 等 式 
(L+Aal<fx) 在 DP 中 ， G) 
2a + alx) 2 g(x) 在 nE 
z> glx) EME 
的 函数 wm(x)。 这 样 一 来 ;函数 


一 


(4) 


Ci 
w 


满足 三 个 不 等 式 


i (Lt hlon) = Y ala) 2 


cm 8,02; 


K 2 
+ b+ je 
Bf SBS 
+(L+Alwl 20 EDH, 


= 996 


+aw bo <o ENEs 


v0 ENE. 
根据 定理 6, 若 r 不 便 等 于 常数 , 它 就 只 能 在 一 个 边界 点 
到 非 负 最 大 信 ， 根 据 定理 8, 在 Pr 上 ” 不 能 有 非 负 最 大 值 ,除非 它 
EER. MUR T ERREN E (w/v) + aw = 0, 又 若 在 刀 
RCL + Alw] = 0, Wo = WR 满足 所 有 要 求 的 条 件 。 而 在 所 
有 其 它 的 情形 ,我 们 得 到 ”所 0 所 以 
wx) A(x) EDH. 
换 当 之 ,满足 (3) 和 (4) 的 函数 x(x) 提供 了 «的 一 个 上 界 . 
为 了 得 到 下 界 , 我 们 由 设 能 够 求 得 满足 不 等 式 
(L+ lal >K) EDR, (5) 


ter g(x) 在 mn 上 ， 


gaga) ERE 
的 函数 =(x)。 EX o = (a 一 zw 共 且 用 对 三 作 过 的 同样 的 
推理 就 可 得 到 


《6) 


a(x) <Su(x) EDM, 

定理 13. 假设 存在 DU8D LWIA o > 0 HG 

(L+iwl<o EDH, 

Bw 4 ew 0 ET 上， 
oy 
其 中 工 是 - BO BAAS, Ou/Ov 是 一 个 外 方向 导数。 我 们 假设 
以 下 三 个 条 件 不 同时 成 立 。 OET E wjr) 十 ofxjuw 一 0， 
GED (L+ lel 三 0 DR GDN BER. 如果 a(x) Al 
2K x) 4S BURG 7, OMG) C6) MEC ), CHENE e Æ DIH 
满足 不 等 式 


rka) ux) S aCe), 


附注 . 定理 12 EER 13 的 一 个 直接 推论 。 MR le 都 是 


-sa 


O) (DER, RITTO 2 = n =u 并 应 用 定理 13 EH a < u 
<a, «=a, 


BLE RTA TE— MFG RAER BE 13 2 E 
数值 界 . 
例 . 在 正方 形 5:{0 erl 0 二 到 二 中 求 方程 
Pu + ou _ 0 
Ox? Gy? 
满足 边界 条 件 ( 图 9) 
est 在 线段 10<r 一 ly 一 0 上， 
wat 在 线段 Li:0<y<1l,x=0 E, 
ðu 


a Teme ERE h0 cy all E, 
x 


Sh m0 在 线 胶 Is0<x< 1 一 1 上 
Y 


图 》 


容易 验证 x, = 1 满足 条 件 (3),《4) 而 a: 一。 满足 条 件 (5)， 
《6)， 此 外 :函数 w 三 1 满足 定理 13 的 条 件 . 所 以 
e ulr) <1 在 3 中 ， 
和 一 维 梢 况 - - 样 ， 我 们 能 够 从 定理 13 中 消去 无 关 的 函数 w。 
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如 果 我 们 有 一 个 满足 (3)。(4) 的 函数 a 和 一 个 满足 C5)。(5) 的 天 
数 #1 使 得 由 (3),《4),《5) 和 (6) 给 出 的 不 等 式 不 全 是 恒等式 , LE 
s > 的, 则 我 们 可 以 构造 一 个 函数 汉 使 定理 13 成 立 。 

WE a> 2, RATAR w =z 2, MEg = am 
0, 则 在 内 点 或 在 T， 上 4 不 能 为 替 ， 如 果 在 Ts 的 一 部 分 上 4 = 9, 
RTE wo =q + er, 
共 中 了 是 问题 

Ch += EDH, 


r=1 ÆRF 

的 解 ,而 8 HEIR Ne > 0 在 DU8D 上 成 并 。 和 如 果 假 设 问题 
《1),《2) 对 任意 的 连续 边 值 gx) 可 解 , MARE TAR r 的 存在 
He 

定理 14. 设 =: M2, SHWE). C4) MG), (6), HE 
所 有 条 件 中 恒 等 关 系 不 同时 成 立 。 如 果 问 题 (1)，(2) 对 任意 连续 
UME g(x) BR RE s 是 特定 问题 (1}, (2) 的 解 ,那么 , 当 且 仅 当 
z> a 时 ,估计 式 

APETA 


= 
tb 


现 设 存在 满足 以 下 不 等 式 的 正 项 数 w: 

(L +w] i EDH, 

DU + (awl ET E (7) 
oy 

wet 7, b> 
这 比 定理 13 要 求 的 条 件 稍 强 ， 如 果 #* 是 问题 (1),《2) 的 解 ， 又 车 
我 们 定义 

4 = max{sup| Kx)! suple ssupleXx)\}, 

WERE 13 表明 
lax)! < Awla), 
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WU a [AE 
(L+a)lal=f(x) 在 D 中 ， 
Azz x) 在 m 上 ， 


z=) 在 Ts 上 
的 解 ,以 上 论证 表明 
(Cx) 一 xz) < wx)maxtsuplf — 7| supl, = gls 


sup las ~ gal} (8) 


在 D 上 处 处 成 立 。 特 别 是 ,如 果 了 一 了 ,可 一 go UR — 2 
地 小 ， 则 于 一 * 也 一 吾 地 小 ， 换 名 话 党 ,问题 (1);(2) 的 解 连 续 依 
TR. 

如 果 定 理 13 RY RAM EMER C1). OTR, 
由 问题 


( 工 十 四 [mo] 一 一 ! EDH, 
PALOT Enb 
w=) ERE 
HERERO 这 样 一 来 我 们 看 到 ; PEITO, 《2) 对 伍 
Hi 实数 据 可 解 若 且 定理 13 Bar, MO), CO ERTA 
为 了 利用 不 等 式 (8) 来 估计 用 一 逼近 w 而 造成 的 误差 , 当然 、 
必须 求 得 一 个 满足 不 等 式 (7) 的 显 式 医 数 w. 


习 题 
证 设 D 是 正方 形 1*) <1,1y1<1, 叉 设 # 是 问题 
Fu Gu 
ae t ay 70 ED 


“=i 当 || = 工时 ， 
"= jy] 4 jej = 工时 
的 解 ， 选 取 一 个 *,y 的 二 阶 调和 多 质 式 ;在 OD LERAREN ws 并 让 此 得 
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BY (0,0) 的 界 。 
2. 设 局 是 单位 加 域 :十 之 1, 又 设 # 是 问题 


ae | Om 
oat tae 一 0 在 2 中 


a=1 Ären oisi (WER 
5 一 2 一 过 9 ret, Fo NH, 
=D red, r<0<35 时 ， 


“ =e 一 3 Yr 时 ,三 r<e<2m。 


设 * 是 调和 函数 2vA(os cos hg + bnsink8)。 试 选取 量 abak = 051,200 
HEE AME Ih EA * 一 Ly 一 0 OR ETATER X 


于 “在 点 “一 Oy 一 二 的 界 可 得 什么 结论 ? 


第 七 节 Green 恒等式 与 Green 函数 


设 妈 是 三 维 空间 中 过 办 OD 分 片 光滑 * 的 区 域 , 假设 也 是 定 
义 在 包 合 DU8D 的 一 个 开 集中 的 光滑 向 量 场 ，n 是 边界 曲面 OD 


| dvwap ~ | w. ndS, (1) 
2 ap 


其 中 47 是 DD 中 的 体积 元 而 4d5 OD 上 的 而 积 元 。 设 ” 和” ee 
义 在 DU6D 上 的 数量 函数 ,充分 光滑 使 得 对 它们 的 微分 和 积分 运 
FMEA. RITER w= "Bradx。 于 是 公式 (1) 变 成 

1) AUR FRE OD 出 有 限 多 个 曲面 凑 诅 成 > 而 在 每 -曲面 顽 上 ， 放 以 


坐标 之 一 能 用 另外 府 个 全 标的 连续 可 洛 函 数 表 出 ， 则 我们 说 它 是 : 
这 样 的 曲 而 可 有 有 限 条 车 和 尖 点 ,它们 把 光滑 的 曲面 块 连接 起 来 
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f ledi gradu + gradv + gradu JaV 一 \,, vgradu > ndS. (2) 
利用 恒等式 
Au = diy grad x 
以 及 记号 a/n 一 gradu - nr 可 把 (2) 写 成 形式 


| vAndV + f grady + gradud V = f sõ as, G) 
D D ön 


等 式 (3) 通 称 为 _Green HGR, EONAR 和 。, 我 们 得 
到 


f udvd¥ 十 f gradu + graded 一 | «ĉas, 
D D sp ön 


从 (3) 减 去 这 个 等 式 ,我 们 就 得 到 Green 第 二 恒等式 


Ou be 
{Cea uAv)aV 人 (全 anys (4) 


借助 两 个 Green 恒等式 ,可 立即 导出 几 个 有 趣 的 事实 。 
定理 15. WR 在 有 界 区 域 D 中 调和 并 在 闭 包 DUB8D Lik 
续 可 微 , 则 


f Bu yg, (5) 
ap On 


其 中 6/On 是 关于 OD 的 法 向 导数 ， 
证 明 . 在 (3) 中 令 = 1, 我 们 看 到 gadr 一 0， 因 此 直接 得 
出 (5). 
IR u 是 调和 函数 , 则 Green 第 一 恒等式 给 出 了 类 似 于 在 第 
四 节 中 所 得 的 唯一 性 定理 。 例 如 ,如 果 我 们 令 oma, WG) 
《其 中 = 是 调和 的 》 
Ou 


nn sx， 
\, | grad |32 hoo 0 2 as, 


此 外 ,车 * 在 8D 上 等 于 零 , 则 右 端 是 零 ， 因 为 gradu |? 总 是 非 负 
B, CRUSE DEAR, AED HY w 王 0， 同样 的 推理 
RL BE OD 上 Gu/8n= 0, W HEB PDLE PRM. FH 
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最 大 值 原理 已 经 得 到 了 这 样 的 结果 。 虽 然 Green 恒等式 简捷 地 给 
出 了 唯一 笑 定 理 。 但 起 用 最 大 值 原理 得 到 的 类 似 结 县 所 需要 的 加 
在 函数 和 区 域 上 的 限制 性 假设 较 少 。 
借助 于 Green 第 二 恒等式 (4) ， 现 将 得 到 定义 在 三 维 Euclid 
空间 的 区 域 六 中 的 二 次 连续 可 微 函 数 的 重要 表示 公式 。 考 虑 表皮 
P(x 4952) OCs )o3¢H rro 表示 P,O 间 的 Euclid 距离 ; 即 
Ao = E+ Ot GEY. 
简单 的 计算 表明 
1 A 
a( 二 )- 0 PON 
在 计算 r 吕 的 A 时 ,我 们 急 设 0 国定 而 微分 是 对 x,y 和 = 求 的 。 
设 0 是 有 界 区 域 D 中 一 个 国定 点 , MUL (x,y, 2) ED HAE 
调和 。 定 义 函数 
Weer) = —— + olee), 
4mrpp 
在 DD 中 除 P 一 8 外 是 亩 和 的 。 我 们 想 把 Green 第 二 恒等式 用 到 
MAW kk, BAVERO ATE, BATTER D 一 D; KH 
除 点 8， 其 中 D, 是 中 心 在 2 半径 为 p 的 球 ，( 见 图 10) 在 区 域 刀 
一 D。 上 应 用 (4)， 其 中 v 一 WW 而 * 是 给 定 的 二 次 连续 可 微 函 数 ， 
我 们 发 现 


f AP 一 f (w oe Rees, 
D-Dp BD-Dp) on ôn 
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D, 的 边界 是 中 心 在 2 半径 为 的 球面 。 所 以 在 DP。 上 指向 一 
D, 外 的 法 向 导数 是 内 径 向 导数 。 我 们 得 到 


Ou OW je | ( bu 
Audy = ou, OW) gs — iy Oe 
fa” “ MG n | a) an, N Or 


ows 
sa as. 6 
K Mes. {5) 


我 们 首先 考虑 (6) 呈 在 6D, LORS. Aw AIPA FA 
JUTE O BU ER A be, GK 

Ou ows lf 1 Ou # 2 sin Odd 

1,0" oe as 2.4 2u £) in Odd 

Bu _ Ob’ + 

+I, (o% ae jes, (7) 

把 Green 第 二 恒等式 用 于 球 Du 可 把 (7) 中 右 端 最 后 一 个 积分 变 
形 ， 内 为 由 调和 ,我 们 得 到 


+ oe — u yas = L bAudV, (8) 


在 上 而 所 有 的 积分 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 当 妹 D, 的 半径 ? EE 0 
时 它们 的 性 态 。 因 为 在 De 中 忠和 Aw 有 界 , 从 (8) 可 得 


7 Ou sêtya = 、 
外 人 全 -人 se o 


RIEA MBB- PRD RRRS SHA HB. 因为 [grad «| 
处 处 有 界 , 例 如 说 不 超过 对 ,于 是 我 们 有 


1 ðu 
一 sing dO < 
Ah a ind d asl Mp. 
At 
- 1 1 Ow .1 _ 
lim Ha Fo rsin dô dp = 0, (10) 


因为 点 是 国定 的 ,我 们 可 以 写 测 
a0) = Ha uO) sing d dhs 
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AAs TOER TE 
Em i| [a(P) — (O)| sing dB dp = 0, 


ed Fardre 
我 们 得 到 
(0) = tim Af u(P) sin0 d9 do. a) 
eym 


在 (6) 中 令 0 ETF HMA) OOOMO), 我 们 就 得 到 名 


ST (y= Oma [wy az 
a(Q) peZ ajas {row . (2) 


BUTE VARIA ER» 因为 其 中 的 调和 顺 数 中 仍 由 
我 们 支配 。 通常 Green 第 三 恒等式 是 对 多 二 0 来 叙述 的 ， 这 时 
一 Lary. 
表示 公式 (12) 可 用 二 求解 Laplace 算 子 的 第 一 边 值 问题 . ie 
“jè 
Au = fx,y,x) EDH (13) 
的 满足 边界 条 件 
u= g(x,y,2) 在 8D 上 an 
的 解 。 于 是 公式 (12) 变 成 


a(S 35) = “hay w 一 sO es 一 f wav. (15) 


除 包含 6ufBn 的 一 项 外 , C5) 的 右 端 是 已 知 的 。 为 了 消去 这 一 
Di, RNY BAR ERNE AMAM o. WRA EW 
在 6D 上 等 于 零 即 我 们 解 电 问题 


Ab 一 0 在 PD 中 ， 
4 一 一 EOD E. (6) 
Axr pg 
对 这 样 选 得 的 %( 我 们 注意 几 依 束 于 作为 参数 的 9) 我 们 得 


到 下 面 的 定义 。 
EX. 设 D 是 有 界 区 域 而 8 是 DD 的 一 个 同 定 点 。 具有 以 下 狂 
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RRAS C fierro) + MP) RADET Laplace 方程 的 Green 
BR: 《这 风 在 整个 PP 上 调和 ，(iD(1/4rreo) 十 由 在 8D 上 等 于 
零 . 
我 们 用 GCx yz55595)》 W CPO) KAAS Gren 导数 ;在 
(15) 中 当 用 Green PRB ET Ets FRA DR 
mi =l co 7 
COES Sante |, Giave. 


TAU AS FAK FABER Cys) 的 点 了 进行 微分 和 积 
a. 

虽然 要 问 是 否 对 所 有 的 区 域 Green 函数 都 存在 ， HAMRE 
在 的 话 ， 是 否 能 够 显 式 地 求 出 它 来 。 Green 函数 的 存在 性 等 价 于 
问题 (16) 的 可 解 性 。 和 虽然 能 够 证 明 对 广泛 的 一 类 区 域 Green M 
数 确 实 存 在 ,但 是 只 对 儿 种 特殊 的 区 域 知道 它 的 显 式 公式 。 Green 
鲍 数 的 最 天 好 处 是 由 于 它 给 纳 了 第 一 边 值 问题 解 的 性 质 的 信息 ， 

从 Green 函数 的 定义 知道 

G(P;Q)— +00 当 P 一 口 时 ， 

BA, WORD, 是 中 心 为 8 的 充分 小 的 球 ， 包含 D, ME wD I 
Green 函数 在 6D。 上 将 是 正 的 ,由 于 G 在 D 一 D, 中 调和 , £D, 
上 为 正 , 又 在 5D LEFF, 从 最 大 信 原理 可 得 在 整个 D 一 D, 上 
G 为 正 . 因此 ,在 D 中 除 G 无 定义 的 点 8 外 6G >> 0。G 的 最 小 信 
EF HE OD 的 每 一 点 达到 。 由 定理 7 知 , 在 位 于 口中 某 个 球 的 
边界 上 每 一 边界 点 了 处 6 的 外 法 向 导数 为 负 。 这样 一 来 ， 作 为 最 
大 值 把 理 的 直接 推论 ,我 们 得 到 : 对 于 任何 使 Green RAEL 
的 有 界 区 域 ， 


G>o EDH, 


ƏC cn 在 8D 上 
n 
成 立 。 
现在 我 们 考虑 更 一 般 的 边 值 问题 
Au = f(x,7.2) EDA, a7) 
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a + ar 
ry = grae) ÆT E, 
ðn qs) 


u= gley) FET bs 
jp ezeo B, TUT, =a, 

ADAHA), 《14) 的 情况 -- 样 ， 我 们 能 够 定义 边 值 问题 
《17),《18) 的 Green KR. 通过 求解 一 个 对 于 中 的 形状 为 人 17)， 
《18) 的 边 值 问题 即 可 。 确定 pCx ey se) 使 得 

Ad 一 0 在 D 中 ， 


Ob y, oo=—4[2(4) at] er bs 


an On\reg’ Pro 
b= ~ES) ERE. 
A RRA RARE ER FUEN 4, 则 我 们 定义 
G(P3@) 一 十 由 
pg 


作为 间 题 (17), (18) 的 Green AIK. 在 Green 第 三 恒等式 (12) 
中 取 这 个 Green 函数 作为 所 ,我 们 就 得 到 (17),(18) 解 的 公式 : 


UCE E) = =| CPOP) + h G(PSO)gAP asp 
0 Green BRK 
a 


a9) 


G>0 在 DUT, 中 ， 


Mico 在 mm 上， @0) 


1) Green BRR TURD ARS ETT EE IN RRA. E 

HRI ASB TAR: SD 上 C= 0 这 对 应 于 第 一 边 值 问 是 .但 症 每 种 类 型 
导出 一 个 Green BM. HE SOLAR TAR TE, PRI A 
g Neumann At Robin 的 名 字 联 在 一 起 。 


反之 ，Green 函数 的 上 述 性 质 允许 我 们 从 公式 〈19) 得 知 (17)， 
《18) 的 解 # AY PET, PIL URED OEP, Eg > 0, 
EN Eg > 0, C9) M20) RAKED H u > OTB OR fog 
和 名 不 全 已 等 于 等 , 则 在 D 中 之 0。 

前 面 关 于 调和 函数 的 结果 能 够 推广 到 生意 个 自 变 量 的 一 般 二 
椭 贺 型 方程 的 解 上 去 。 我 们 考虑 如 下 的 问题 ， 求 函数 * 左 有 界 
区 域 D 中 满足 


CE DH Db 


im BriOx: f 
+ ACx)u = f(x) en 
并 满足 边界 条 件 
oe. talx) = g(x) EN E, 02) 


u= g(x) Ær bk 
我 们 假设 T,LT; = 8D, HE N HEARED 中 个 球 的 边界 
上 .导数 8/6v 是 余 法 向 导数 ,其 定义 泡 
Bu Xn ðu 
oy = mar 
和 如果 ,特别 地 , 工 一 人 和 AC) = 0, 则 本 节 的 结果 对 x# 个 自 变 
量 (” > 2) 的 推广 是 直接 的 。 因为 这 些 结果 的 推导 和 * 一 2 的 情 
形 是 一 样 的 ,我 们 指出 在 任意 维 数 时 ,不必 作 任何 变形 Green 第 一 
和 第 二 恒等式 仍然 成 立 . 为 了 得 到 =” 维 (” > 3) 的 Laplace 算 子 
的 Green 函数 ， 我 们 用 函数 《1/wsr?6*) 来 代替 # 一 3 时 所 用 的 
Cli ter pg) FEP con 是 # 维 单位 域 的 表面 积 , 而 rro 是 #* 维 空间 中 
JAP SIOMERRS. 计算 表 具 当 P 了 去 8 时 和 人 (1/1837?) 一 0， 而 推导 
Green 第 三 恒等式 的 其 余部 分 平行 于 一 3 的 消 形 ， 二 维 的 情形 
PERAE KARM (1/2) bog Ch / rep) KRE 070). 
对 于 一 般 的 算 子 工 ,我 们 用 下 列 性 质 来 定义 问题 (21),(22) 的 
Green AR: 
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(CD CO0) Æ ORA RAR HEE PMD OC BIE FE 
A. 

G) EDP4O#PM (Lo +A(O))LGP3O)I = 9, 记号 
Lo 的 意思 是 把 算 子 作 用 于 C030) p ORE (ibrat 5a) 
DIREY Cesta ++ xs) 固定。 

GH) 对 PP 上 的 每 点 2 和 D 中 每 个 同 定 的 P，8G18zp 十 
a(0)GCP;0) = 0, 微 商 是 对 专 求 的 。 

Gv) 对 了 上 的 9 和 DD 中 每 点 P,GCP;98) = 0, 

如 时 工 的 系数 和 DD 的 边界 充分 光滑 ,又 车 问题 (21),《22) 对 任 
意 的 数据 有 唯一 解 ， 则 可 以 证 明 对 区 域 吃 中 的 算 子 工 存 在 具有 性 
质 (一 (ivy) 的 Green 函数 。、 这 时 可 以 推出 Green 恒等式 ,并 且 
《21),《22) 的 解 w( 志 ) 由 下 式 给 


«(9) = —|, GP;O PY, + È GCP: Oes 


一 人 e) 2E as,. (23) 
r Opp 


由 于 Green RMA EC), RATA G 在 以 点 了 为 中 心 2 为 
半径 的 一 个 充分 小 的 球 D, 上 是 正 的 。 TÆR D 一 D, 中 的 8 我 
们 有 (L + ALG] = OT, E (0G/dv) +aG = 6, FLET: 
U6D, EG 20, 现 设 存在 一 个 满足 定理 13 RERE DUAD E 
定义 的 函数 w > 0。 那么 我 们 可 以 在 了 一 D, HERA REM 
用 于 Gfw 而 得 出 结论 在 D 一 Ds 中 G > 0. 令 o 一 0, 就 得 到 在 
D 中 6 > 0. 而 且 , 我 们 发 现 对 于 T， 上 的 P,G 一 0, ARET E 
8G/6v; <0, EZ, 如果 Green 珊 数 具有 这 些 性 质 ,那么 从 解 的 
公式 (23) 看 出 问题 

(L+Alw]l=—\l 在 D 中 ， 


we om 一 ! ET bs 
ov 


w=1 在 五 上 
看 :个 满足 定理 13 假 没 的 和解 。 从 而 我 们 已 经 让 明子 下 面 的 定理 。 
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定理 16. 当 且 仅 当 问 题 (21);(22) 的 Green 函数 在 DD 中 为 正 
Ad, FEE HE 13 用 十 它 的 解 * 询 得 的 上 ,下 界 佑 计 式 成 立 。 


习 题 
LWE 


Gng LETE t g) E+ yy) tA 


bY tO a> 


是 问题 
ava? Drs te yt<l of, 
wag Mette yt a if 
的 Green 函数 . 
2 .验证 第 ! 题 中 的 Green 函数 在 OP 的 每 一 点 处 的 外 法 向 导数 为 负 。 
3. 验 证 


OC 95858 y098) = Z(G + G +s -Ey 


[G+ ot + E + g + 8) CE + yy + 2G) h 
是 问题 
an=] FE Dist +y + ecit, 
“=e 在 BD 上 
的 Green BAB. 
4. 验 证 第 3 题 中 的 Green 函数 在 OD 的 每 一 点 处 的 外 法 向 导数 为 负 、 


第 八 节 特 征 值 


我 们 考虑 在 区 域 思 中 确定 方程 
> wie) a or ie 


i= 


十 [h(x) + oon =0 “a 


CL +h 1)[#] = 


的 服从 边界 条 件 
Ou - 
+x)r 一 0 在 a Q) 
+ 一 0 hb 
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的 解 的 问题 ,假设 TUT: = OD. k(x) Sy > 0 在 DUBD ER 
立 ,6/6v 是 一 个 指向 了 外 的 方向 导数 ,而 i 是 一 个 常数 . 照 六 ,我 
们 假 没 T, 的 每 一 点 邦 位 于 刀 中 一 个 球 的 边界 上 、， 因为 * 三 0 总 
EOOH -个 解 ; 所 以 我 们 把 注意 力 限于 不 恒 等 于 零 的 解 。 这 
ARERR TEE PLB. 

EX. WET HK 1, 存 在 (1):(2) 的 非 平凡 解 Kx)， 则 把 
1 的 这 个 值 称 为 特征 和 ; 摧 对 应 的 解 < 称 为 特征 函数 。 

可 能 发 生 如 下 情形 :《〈《17, (2) 的 解 存在 ,而 对 应 的 特征 值 是 复 
数 . 因为 志 的 系数 是 实 的 。 所 以 很 显然 对 应 于 复 特 征 信 航 特征 函 
数 是 zx 的 复 值 函数 。 

现在 证 明 怎 样 用 最 大 值 原理 得 出 (1)，(2) 的 任何 特征 值 的 实 
PMA RF. AF GES: Rex M Ime 分别 表示 复数 上 的 实 部 
FAURE EDs @ = Rep 一 ilma £2 # BARGES Lal? = we. 

假设 我 们 能 够 找到 一 个 渍 是 以 下 条 件 的 实 什 函数 w(x): 


(L HAHU 在 D 中 ， G) 
w(x) >0 企 DU8D E, 

DL ew ET E (4) 
Ov 


其 中 8 是 一 个 实 常数 。 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 % 是 (1)，《2) 的 特征 
值 , 则 
RA Sp, 5) 
BEG) (2) BPA PGE A FR, 
AUG)» Be w(x) EC), CDIR MF a ERE, 
定义 
(xe) 一 HOD 
e(x) wis)? 
Fp MERGO). 因为 * 满 足 (1), 我 们 有 


LG thot how) =ù £ ÈD 0,62 Se aji 


E Ör, Ox 


+ 1046 


Ke Fae. o, 


我 们 记 


FA v 注 足 方程 
Tilo] + EEA HAO, p, 
ECO) HR SEG RE RR 
Liz) +h ta + wl 一 v, 
现在 我 们 来 计算 三 Lep): 
LD = BL be) + oh lB) +2 Shale) 人 


因为 a 是 对 称 的 ,我 们 有 


Deke) Se BY) ay |(Re Fe (Re 2 ) 


fred Ox, Ox, fa Oe Bx, 
+ (Im (Im oe) . 
~ Bar/ 八 Ox 


还 有 ,因为 工 是 椭 团 型 的 ,最 后 这 个 表达 式 总 是 韭 负 的 。 所 以 
了 [zl oo] + oh le], 
把 (6),《7) 代 入 这 个 表达 式 ,我 们 就 求 得 
Lleol tt Te | ,| 


U th | le]: 


w 


OE EHAE RDO] |e 
w 


21056 


Qe a 使 得 Rea <6 Re WAC) RS 
Lille] 20 Dt, 

RHO oP EDA ERAS, WA oe sale, KOA 
道 
e=0 ERE. 
因此 , 如 果 lel 不 恒 等 于 零 , 其 最 大 值 一 定 在 T， 上 达到 .然而 ;在 

r 上 我 们 有 


Ə (5) mp FF 30 a ,leu/0) — Ow/Ov)] 
ôv a v w? 


+7 Lw(du/Gv) — n(Ow/dv)] 


w 


= —2avp 一 2 一 ve Ow 
w Ov” 


换 名 话说 ,| ol 在 Ts ERR ER OE 
Ze D+ HELE + aw) = 0, (8) 
PIESE Si AEO nieve eee Teh AR AL 


表明 |e PT, LARA RK. 因此 ,只 要 Ra <p 就 有 
= 0, R, RA A 不 能 是 (1),《2) 的 特征 值 。 我 们 已 经 证 其 


了 8 是 任 位 特征 值 4 的 实 部 的 下 弄 。 
对 本 也 中 二 次 连续 可 微 的 下 函数 we EG PAE 
= inf DOPED wl 
6 = inf how . ©) 


于 大 我 们 己 经 建立 了 以 下 结 只 ; 
定理 17. 设 1 是 (1)，(2) 的 特征 但 ， 设 wx) DOD 上 
XEHE r, EWE 


du + a(x) > 0 
Op 


w 
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Red > inf eel . (10) 


附注 。C 让 如 上 果 我 们 把 (1),(2) 的 所 有 特征 值 画 在 复 平面 z= 
xz 十 六 上 ， 那 么 定理 17 RUMAH iS oe Se 
中 :其 中 8 由 (9) 给 出 . 

G) 对 于 我 们 考虑 中 的 这 类 椭圆 型 算 子 ， 可 以 证 明 至 少 总 有 
一 个 实 特征 值 、 它 在 如 下 意义 上 是 最 小 的 ， 即 其 它 的 特征 值 不 会 
有 更 小 的 实 部 (Protter 和 Weinberger [2]). 

Git) 已 知 所 有 的 特征 值 邦 是 实数 时 ,形状 为 (10) 的 各 种 界 普 
经 由 Barta [1], Duffin [1], Hersch [1,2] 以 及 Hooker [1] 得 
FJ. Pucci [6] 曾 给 出 了 一 般 情形 的 一 个 有 关 的 界 。 


A. ROR P+ P< toy > 0。 求 问题 


Ou, Ou : 
et AE u= E 1 1 
Br ay DH an 


一 0 在 [一 [+<1l,y=0 上 ， 
ay (12) 
#=0 ETM +y =l, y>0 上 
的 特征 值 的 下 界 。 
我 们 令 
(zag 一 1 一 oo 十)P) Rh acl, 
显然 ,ww 在 DH! 是 正 的 ,并 在 T， 上 6wj6y 一 0, 还 有 
Aw = 一 4ay 


因此 我 们 有 下 多 


4a 
Li 
eo Tot 


为 «是 任 何 小 于 1 的 数 ,我 们 求 得 
aS, 
Ma <n/2 时 选择 w = cosa/ e+ yi, WASH AHEAD RR a> 


107+ 


ce, 


m/2， 事 实 上 ,可 以 证 明 最 小 特征 估 是 
d, = 5.76, 
在 上 例 中 我 们 实际 上 假设 了 (11)。(12) 的 所 有 特征 值 都 是 实 
的 . 要 证 明确 实 如 此 也 很 简单 。 我 们 回忆 Green 第 二 恒等式 


。 
| (vAu — uAv)dr = | [r au ays, 
v Jav in 


假设 * 是 (11),(12) 的 解 而 令 “一 更 于 是 就 有 


| (du — uaa)aVv = f (a Bu «22 as 一 0， 
D aD On n 


G—a) { leer =o, (13) 
WR A RE BA 三 一 4 关 0， 从 (13) 可 得 # = OAR 
不 是 特征 入， 这样 ~ 来 特征 问 题 (11),《12) 的 所 有 的 特征 值 必 为 
习 题 
1. 设 DD 足下 方形 ， |x| <1,|7| <1。 求 问题 


On | ou | an 
oe 2 temo EDI 
a t agay t ay tTO EDR 


a=0 P E 
的 第 -特征 全 的 下 界 - 
2RD RER H: <ir, [el <p x, ERRA 


an 
za 


otamo EDA, 


y 


3 
2 
# 一 g(xwy) 在 op 下 
WREE- -的 ， 对 和 正方形 1z| crv E sloj <a/-/ T ,同样 的 结果 是 否 成 

wn? 
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Si Phragmén-Lindeléf AM 


FS RK Ee Be 

界 区 域 上 ,但 是 不 能 用 到 无 界 区 域 上 去 。 PM. wt 
a(x,y) 一 ef siny 

在 带 形 区 域 ly] < = DRE Laplace 方程 并 在 边界 7 一 te 上 等 
FF. 可 是 ,在 带 域 中 * 既 取 正 值 又 到 负 值 , 所 以 无 论 最 大 值 还 是 
最 小 值 都 不 在 边界 上 达到 ， 因 为 函数 “一 0 在 带 城 y| < 中 也 
满足 Au 一 0， 在 边界 上 世 满 足 x 一 0, 对 这 个 无 界 区 域 也 破坏 了 
EEEE. - 
CATH, REBLA RRETA EER ERE 
制 而 建立 一 类 无 界 区域 上 的 最 大 值 原理 。 同时， 我 们 还 将 建立 有 
界 区 域 中 给 定 的 边界 数据 有 间断 的 解 的 最 大 值 原 理 。 当 规定 的 边 
界 条 件 在 边界 的 一 部 分 上 和 别 的 部 分 上 不 相同 时 ,常会 产生 这 种 
间断 。 合 如 ,在 OD NT, 部 分 上 可 以 规定 边界 函数 u, 而 在 OD 
另 一 部 分 上 却 规 定 组 合 (Bux/6z) 十 ax。 尽管 我 们 要 求 T, 与 
了 的 团 包 的 并 集 构 成 85D， 但 沿 着 T, 和 T 的 公共 边界 没有 规定 
边界 数据 是 非常 可 能 的 。 如 周 第 四 季 和 第 六 节 单 邦 样 ， 这 些 最 大 
值 原理 导致 唯一 性 和 通 近 定理 . 

WHH Phragmen-Lindelif 原理 ,我 们 首先 建立 一 个 关于 在 平 
量 上 无 界 局 形 中 下 调和 函数 的 增长 性 的 古典 结果 。 

ADERAREA er Ky < ex,* > 0 定义 的 局 形 。 引 进 极 
坐标 (7:9) 并 把 如 的 边界 方程 写作 8 一 士 z/2a， 其 中 “一 tg (af 
2a) ,将 会 带 来 方便 . 〈《 见 图 11.) 关 数 

w = rcosab 

ARP DREAMY EDAR LS 0. 把 Laplace 方程 写成 
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图 11 


容易 验证 ww 是 调和 函数 。 这 样 我 们 有 了 -- 个 无 办 调和 函数 的 例 
子 ， 在 它 有 定义 的 高 形 的 全 部 边界 上 它 等 于 等 ， 当 > 一 co 时 在 每 
条 射线 9 一 常数 上 这 个 函数 象 "一样 地 趋向 于 AH. Phragman- 
Lindelöf 定理 断言 当 roki RRM eH RKEE 
REAR MRO, MERRIE STS ER ES 
于 锥 的 调和 函数 必须 和 六 增长 得 一 样 快 ， 而 卫 ， 如 果 一 个 调和 范 
数 (或 下 调和 沁 数 ) 沿 着 张 角 为 x/a 的 遍 形 马 的 整个 边界 在 界 ， 又 
AG ”>co 时 它 增 长 得 比 r* 慢 ,那么 这 个 函数 完全 不 增长 , 

定理 18 (Phragmén-Lindeléf), 设 * 在 一 个 张 角 为 w/a 
的 遍 形 忆 中 满足 不 等 式 


Auzo, 
假设 在 边界 8 = 土 xf2a 上 w MYE BE? 
liminf{R "max u(r,0)} <0, 
Ree rR 
则 在 Drh «<M, 
TEA. CEER R, 我 们 考虑 由 射线 8 = e/a, 0 一 一 zw 
和 圆 向 > 一 六 上 的 -- 度 弧 所 包 半 的 区 域 Drs 区 域 Pa RED 


1) 下 极限 Minn int 区 入 定义 为 具有 以 下 些 质 的 数 “ 中 的 电 小 数 (可 能 是 士 o)* 存 在 
FESI Raed E Ry Aap PCR) > a, ERRE SEM BEL Thy sup 元 有 一 
一 Ji inff— PCR), 


ellu« 


(AR 12). 

证 明 的 主要 方法 在 于 确定 De 中 的 一 个 调和 函数 ， 它 保持 有 
界 , 日 下 男 为 正成 二 界 为 负 , 当 尺 ~*co 时 有 适当 的 增长 性 。 在 最 大 
值 原 理 中 用 这 个 函数 来 作 比 较 阴 数 ， 具 有 这 些 性 质 的 一 个 函数 是 
-1 _2R%r% cos ab 

R” — re 
ASA BEI PRE De 中 调和 ?, 当 9 一 ta/2a, OS CRE 
它 取 值 为 1， 而 当 r= R, 一 (</2x) <6 < (r/2a) 时 它 取 值 为 
L+ R*, 函数 


wilt) =1 + 2 Rtg 
元 


0 一 ler via 


满足 微分 不 等 式 


Av + -2 grad wa grado > 0, 
Wr 


所 以 ,由 第 三 节 定理 5 Al, v 在 Dx PRA UR, 根据 假设 、 
在 射线 0 = 土 xf20,0 <r oR Lo <0, KML 一 R, 一 (x/ 
2a) <6 <(e/2e)} 上 还 有 
D ASARRE = ret PRN ERI Ae A LY 
MEHRA wr EMIR AG) 一 了 二 Rog- 


C lul R, A) — M] 
vay oe 


i+ RY 
AES 克明 对 Dx 中 所 有 的 (7.6): 


一 
9630) = KO < max{d, i h 

或 ` 

ulr,0) SM + walrsO)maxlO,C1+R7)7 max [u€r, 0) — M1}, 


a) 

现 保持 (+,0) 固定 并 令 R 一 co， 容易 验证 wer, O) 保持 有 界 . 
FEL» L'Hôpital 法 则 给 出 
根据 假设 存在 一 个 趋向 无 穷 的 半径 序列 Rom 一 1,2，,"…*, 具 有 性 
Wis 对 任何 8 > 0 存在 整数 NN, 使 得 当 # 之 N 时 就 有 (1 十 Ret 
“max[ ur ,0) 一 M1 <<。。 从 (1) 我 们 得 到 ; 

u(r30) < M + gwarslr, 9) 
E Ds, PRL, 因为 当 # 充分 大 时 DD 中 每 一 点 C+,9) 必 在 Da， 
中 , 令 8 一 0 和 = 趋向 无 穷 ,我 们 就 证 明了 定理 。 


= 2r’ cosað, 


ASE. GM BAe 2 现 可 得 出 结论 : ED te <M 
qEu=M, 
Gi) 如果 D* 是 包含 在 张 骨 为 r/e HAERE R Z 
ite D* 的 边界 上 * 不 超过 M， 那 么 , 因为 在 整个 Ds 上 1 Sep 
所 1 十 R*, 所 以 上 面 的 证 明 给 出 了 有 相同 指数 «的 同 祥 的 Phra- 
gman-Lindelif 定理 。 
Gi) RNR BEAR oe 一 1， 同 样 的 论证 就 给 出 了 定义 在 
半 平 面 上 的 函数 的 结果 ;对 下 <1 证 明 也 还 有 效 . 
Civ) 定理 18 能 结 染 翅 明 ， 如 果 定 义 在 扇形 或 半 平 面 中 的 下 
调 利 师 数 光 上 界 ， 册 在 某 个 热 疝 无 穷 的 点 列 上 至 少 该 力 数 必 同 r“ 
112» 


一 样 快 地 趋向 泡 穷 。 


定理 18 中 所 给 的 基本 论证 法 可 以 应 用 于 更 加 一 般 的 情形 . 
现在 我 们 把 这 个 定理 推广 到 不 仅 包 括 更 一 般 的 椭圆 型 算 子 ， 而 县 
包括 无 论 区 域 有 界 或 无 界 的 情形 上 去 。 

WLR Ae BRR Dh BA BS. B 
设 # 满 足 


CL + AC) 20 在 D 中 ， @) 
共 中 Ae) 可 以 是 正 的 , 区 域 D 可 以 有 界 也 可 以 无 界 ， 设 T 是 8D 
的 一 个 子 集 , 它 也 可 以 是 整个 BD。 假设 给 定 
us fork. 
我 们 和 希望 加 圭一 些 附加 的 充分 条 件 以 得 出 结论 
“<o EDH, 《3) 
例如 ,知已 是 定理 18 中 的 遍 形 ,并且 了 一 OD, BAL = AM 
A= ORI BRA Remax u(R, 0) — 0 EMG), WOR 
了 二 8D FADER, 那么 (3) 就 是 第 五 节 定理 10 给 出 的 结果 .所 
以 ， EX GN ARSA I LODWAT ERE DERM IMEAE. 
BEKR DAR 8D 的 一 部 分 了 ,我 们 假设 可 以 或 到 具有 以 下 
性 质 的 增 大 的 有 界 区 域 序列 DCDC CDe 
O 每 个 Dy BRE Dh; 对 每 点 xED， Rte Ment 
x€ Dy (Ab WHA RN xe D,), 
Gi) 每 个 Di 的 边界 由 页 部 分 Th AT AR HPT, Eri 
ATR EDATE. 
BAERGA Di 上 ,存在 具有 以 下 性 质 的 函数 w); 
w{x)>0 在 DtU5Dt 上 ， } (C4) 
CL + Ayla) <0 E Dh, 
定理 19 (Phragmèn Lindelöf 原理 )]、 设 刀 是 一 个 有 界 或 
FRA IR, ME «UE 
(Lt hel 0 bib, 
eso Er 


ess 


其 中 了 是 6D 的 一 个 子 集 。 假设 存在 一 个 具有 上 面 性 质 (有 Ki 
的 增 大 的 区 域 序列 {Di}, 并 假设 存在 一 个 满足 C4) 的 序列 {wa}. 
又 设 存在 一 个 有 下 述 性 质 的 函数 w(x): 在 D 的 每 一 点 x*, 对 超过 
某 整数 Nz 的 所 有 ASA 

wla) S w(x) 
IL, 如果 u(x*) 满足 增长 条 件 


imninf| su CORPS 
eela dlee © 
则 在 DP 中 
“uso, 
证 明 . RMR 
。 
一 一 一 
wr 


并 注意 到 由 定理 10 知 ,在 Dih vi 满足 最 大 值 原理 ， 因 为 TCT 
又 因为 根据 假设 ,在 了 上 wx 和 0, 我 们 有 
nS ET, E. 


而 在 Ti 上 有 
u(x) 
SE we 
因此 , 当 x6e D4 时 ,我 们 发 现 
= A(x) ae) 
we) = ey elton ， 


并 县 ,因为 wC) < w(x), 


w(x) < max fò, sup | ux), 


wary WCE) 
不 等 式 (5) 说 明 存 在 其 有 以 下 性 质 的 下 标 序 列 人 oo: 对 任何 
e > OFEREN NAER n SNE sup[#/win] <E. 出 此 得 出 
如 


在 Di 中 wx) S wla), Q EATE n 趋 于 无 穷 ,我 们 就 得 到 


“ide 


THD a(x) <0 的 结论 。 


WE. MUR 大 二 0， 可 用 “一 戏 代 替 *， 其 中 对 是 任何 常 
数 .二 是 , 在 定理 19 的 假设 和 结论 中 的 x <0 ABRIL ME 
$. MRA) < 90, 那么 对 非 负 的 M 同 桩 的 命题 成 立 。 

(i) 一 旦 具有 适当 性 质 的 区 域 [D4} MRM w) 确定 下 来 ， 
Phragmen-Lindelof 原理 就 能 用 . 在 定理 18 H, {D EKR Ry 
的 圆 出 将 , 而 {wt} 用 最 式 公式 给 出 。 下 面 我 们 要 给 出 另外 的 例 
F. 

Hh. e EARR TRAR PRON RR SPE Sa 
Debye 


Au 20, 
取 一 个 原点 在 了 内 侧 的 极 坐 标 系 , 选取 半径 为 Re 的 圆 域 序列 
{Kn} 使 得 R -> oo 并 且 每 个 6K MED. EM 
Da 一 DK, 
和 
Cr 9) = log = 4 rR it, 


RPE r= ”充分 小 使 它 整个 位 于 D UT 的 补 集中 。 假设 在 
rke<M mE 


bmn] max «RD | =0, 
zee [occ log R 
我 们 注意 如 果 适 当地 选择 序列 R} M {D。} 和 (oe) 满足 定理 
的 全 部 假设 ,其 中 Pa = Tra = {7 = Ras 059 Six}, HE wa 
在 D, PREAMP. 我 们 得 到 

u SM 
在 刀 中 成 立 。 换 名 话说 ,如 果 在 了 的 外 部 是 下 调和 的 ,在 了 上 有 
FL, WY Rook} w( RO) 不 如 log R 增长 得 快 , 则 # BERAR. 
在 第 十 二 区 中 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 结果 也 可 以 从 Hadamard 的 三 
eA A, 


ese 


Phragmèn-Lindelöf 原理 的 上 述 应 用 给 出 了 一 个 外 边 值 问题 的 
唯一 性 定理 。 假设 
Au 一 ED, 
“=g 在 8D 上 
有 两 个 解 W, RH rookt u A m ARA logr 增长 得 
快 ; 即 假设 
max wr) 
lim se 0, j=1,2, (6) 


re logr 


Fiku—m ha — u MEDIA, MOD LETS, WA 
Phraginén-Lindelof 原理 (定理 19) AAE D A u, — u <0 Ale 
420 成立. 我 们 得 到 w, = mw。 注意 假设 (6) 是 本 质 的 ， 因 为 区 
数 log + Ær 一 1 上 为 零 , 可 以 把 它 加 到 定义 在 特殊 区 域 Di:{r > 
1,0 入 98 < 27} 中 的 任何 解 上 去 .因此 ,如 果 允 许 和 log > 同样 速 
度 增长 ,就 没有 唯一 性 了 。 

在 上 而 的 例 中 ， 当 <r CRAM RATT ws 一 log (7/ 
70)、 我 们 看 见 ws 不 过 是 函数 w= log (r/o) EWR ro <ra 
Re CORA MAA RAEE 19 要 求 的 全 部 性 质 ， 一 旦 有 这 
样 一 个 逊 数 可 用 ， 无 需 乎 中 间 步 又 就 可 得 到 定 至 的 结论 。 把 这 种 
特殊 情况 叙述 成 一 个 淮 论 。 

推论 。 假 设 w,D 和 了 如 定理 19 所 设 ， 并 且 存 在 具有 以 下 性 
FAK w): 


w>0 在 DU8D E, 
(L+Alw1 <0 EDH, 


lim w(x) = 0, (7) 
2490-7 
ln w(x) 一 co EDER. 

如 果 在 8P brod 


jinint|; sa] <0, 


are Luss wx) 


则 在 中 


«Ilé» 


“Sh 
现在 举例 说 明 推论 在 有 界 区 域 问 题 上 的 应 用 。 
A. ROBY RA RES, MAR « 满足 
An 之 0 EDH, } (8) 
“<0 在 68D 上 除 点 P 外 .7 
令 P 为 坐标 原点 并 用 4 ARROW AE. REER Eh EMA 
函数 


显然 在 DU8D Lw>0, 推论 说 明 如 果 
or ASU, wes) 
tit] 2] <0, 0) 
Ni eso. 

对 平面 有 界 区 域 来 说 ,因为 在 边界 上 只 有 一 个 例外 点 :看 来 好 
象 只 要 有 条 件 (8) 就 能 推出 # <0 处 处 成 立 。 可 是 , 通 数 


1 一刀 一 好 
We Cay (10) 


EARR D: te + 9 <1) ERRA PL 0) 外 在 
边界 上 处 处 为 零 , 介 是 宫 在 已 中 处 处 为 王 . 因此 ,为 了 得 到 在 内 部 
« 之 0 的 结论 , 象 (9) 那 样 的 条 件 是 必要 的 . 

处 果 除 有 限 个 边界 点 Ps 7) Pn 7) oP, Go 
ve) EA REED BALA uZ 0, WRITER 
2d? 

“ Ys GO) 
BESAR 上 都 满足 增长 条 件 (9)， 则 可 以 推论 得 出 在 昱 个 已 上 
“uso, 

ROVER LE SAI — OR R 

ete 


au=f EDH, (125) 
"=z 在 8D 上 (12b) 


“17 。 


BUN AIA oe, 和 如 ?其 中 区 在 边界 上 除 走俏 限 个 点 总 : 妃 ……:P 外 
是 连续 的 ， 在 这 些 点 上 RAEL RIENE aM. BS 
的 条 件 。 假定 A BRE PL, Payee ss Py 外 在 OD 的 所 有 点 上 满 
E (2b), 我们 还 假设 m/w, i=1,2 Gih w AADA EA w 
ool, TEP, PottoP, RATS. WIDER REOR n 和 a 
有 界 就 足够 了 。 我 们 得 到 在 DD 中 m— m0 HEDH mm 
<0, Bit m =m, 

钞 数 (10) 这 个 例子 表明 对 唯一 性 定理 来 说 一 个 增长 条 件 是 必 
BE BANS (et tyr? 同样 增长 ,当然 它 比 
log [(z +17 + 六 ] 增 长 得 更 快 .事实 上 ,如 果 把 原点 取 作 例外 边 
界 点 ， 又 车 边界 充分 光滑 鸽 区 域 了 位 于 某 个 圆周 (x 一 #)* ty 
FY H B+ P 的 外 面 ,那么 , 我 们 可 以 在 推论 中 利用 调和 冰 数 


STEM ARIE) ACL PRICE log 《1/7)。 BANNIR 
例外 点 ATAU SERB v, 

用 同样 的 方法 可 以 得 到 维 Cn > 3) NTE TF ATER 
RAE EER. 假设 满足 

An 实 0 在 DD 中 ， 
#0 EOD ER Pertahan) ASD, 
JARKA D, MAAN 
ws) =[S3G— yf" as) 

满足 推论 的 所 有 有 条件 . 所 以 ,如 果 
liming Re sop u (2)1 <0, 


WED «<0. 若 有 有 限 个 例外 边界 点 我们 选取 类 型 (13) 的 
函数 的 和 作为 w。 和 前 而 一 样 ， 若 在 例外 点 处 边界 充分 光滑 ， 在 
HEAR PRT RTE RT 
可 以 和 二 维 销 况 完 金 一 样 地 建立 边 值 问题 
ETER 


ema 


dum} EDH, } 
w= 8 HOD ERR PP 外 

的 唯一 性 定理 . 
一 般 来 说 , 边 值 给 定 在 Cx 一 1) 红 曲面 上 ,而 间断 将 党 (x 一 2) 
Sgn RAE. EMR =” 一 3， 边 值 的 间断 将 沿 OD 上 一 条 一 
维 曲 线 C 或 一 组 这 样 的 曲线 发 生 ， 设 C OD 上 一 条 光滑 的 一 维 
曲线 ,可 借助 其 弧 长 ;为 参数 给 出 ; 

Cia = Gs) y= aC), 2 = 0G), OSS ei. 
容易 验证 函数 

wz) = {ls — SOF + Ey — AOF 


十 [一 《了 as as) 
对 不 企 C 上 的 《x,y,z) BAA. M4 (roy 2 ETC 上 一 点 时 
o-oo, 因此， 我们 可 以 在 推论 中 利用 这 个 函数 , 得 到 结论 : 在 
(14) 的 有 界 解 类 中 ， 除 曲线 C 外 具有 同样 边 值 的 任何 两 个 解 确实 
上 在 DD 中 处 处 重合 。 更 一 般 地 ， 对 满足 适当 的 增长 条 件 的 解 我 们 
得 到 同样 的 绪论 . 
现在 假设 集合 DUD 一 了) 本 身 是 由 工 峡 住 的 区 域 . 即 我 
习 假设 例外 边界 点 8D 一 r (HLR D WAEA. PO 
HE DUDIN-PHARF RMD’, ARES ae a H p 
(《 见 图 13),D' 有 下 述 性 质 ， 对 任意 连续 可 微 的 边 值 + 使 边 值 问 题 
二 入 ay < ôv 
(L + hle} 一 之 qx) Saba + 之 Sx) oe 
+(x) =o ZED th, 
2 一 9 在 8D' 上 可 解 . 
ijh REA ERM RAR: EDE PLW], 
# DUDE hw >, imwa) = co, 
Vea (L + Aal 一 0 在 DD 中 的 一 个 解 , 当 w>% 时 w/w 
> 0, ste RIM, EDR CL tAire 一 0, 在 6D' 上 v=* 
ASH. BAED- Do (L +4) lee] = 0, 4 wol 
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a4) 


T 


加 13 


Ca — o)/ 一 0, 并 且 在 8D' 上 # 一。 一 0， 因此 ,由 推论 知 4 一 
om 0、 这 样 一 来 在 集合 号 酝 过 = 等 于 二 次 连续 可 微 函 数 。。 的 
句 话说 ,如 果 在 集合 忆 上 适当 地 定义 *( 即 定义 = v), THE HE 
Wb (L+ Die] = 0 HERB DUD 中 的 解 。 于 是 ,我 们 就 
Whe (E35 LATTA, 

BATTED, AAIE D hR, RITE DCL +4) 
一 0 KERER Y woo w/w 一 0 Re, EDERKI 
去 奇 性 . 

pla O< xt + y? R j Aw = 0, RAD w = — log (x 
+P) TDR eee <(LR), AWARE Laplece 方 各 的 


DAG, MURTRE Ae: EAA Roce ty 
< R 中 的 任何 调和 函数 u x? + y? 0 ARAL we/ log (2? + 
让) ->0, 则 当 y o Miu ARR, 而 且 把 wn(0,0) 定义 为 这 
全 极 跟 所 得 到 的 函数 在 整个 贺 域 0 守 ** 二 < R 中 请 各、 

为 了 把 推论 和 上 面 的 附注 应 用 于 ”个 自 变 量 的 一 般 算 子 工 十 
A, RBA METRY w(x), BRIA OD 上 只 
有 了 唯一 列 外 点 O BN AT FIT AEE ESTAR, 取 O% 
MURR RTS BE Dsl 


#1206 


的 情形 . 

回想 起 工 中 二 阶 项 的 系数 是 对 称 和 矩阵 (ai《x)) WTR, BO 
设 常数 矩阵 (4 六 是 系数 矩阵 (ex(D)) 的 逆 和 矩阵 。 定 义 量 

p= {> Aa . 
FUE RIT. WME s 守 3, 只 要 工 的 系数 充分 光滑 ,函数 ? 
wm ph bcp Klett ot], 

就 具有 所 要 求 的 性 质 ， 其 中 = 是 0 与 1 之 间 的 一 个 固定 常数 ， 布 
“da 和 天 是 适当 的 常数 。 

由 计算 得 出 

CL + Ep + cp] 
= plaCa) + ela — en — 2 — Bp] 


x D) ayle Aad nxt) — ole — 2 + c(n -2 


sks 


— eet) D) audy 一 po[z 一 2 二 ee 一 2 
ei 


— eet) D) Aabi + hp TE H cole 
ad 


现在 我 们 记 
ox) = 4;,(O) + [oAx) — a O)] 
并 利用 恒等式 
7 
这 样 , 我 们 得 到 
CL + AY 07? + cpt] = cen 一 2 一 E)o 7 


+p "lan — 1) + cla — 8 Ca — 2 — e)p] 
x {B Leu) = (0)14udr 2} 


P 


D 我 们 注意 到 若 Cj) Æ -ARRE WIR e= US o= D, 其 中 工 
ALES. 


+121. 


~ pin —2 + en—2—e)p] > Lage) 
RE 


— aC O)] 4g — pin —2 + e(n — 2 
— ede] 3) Aabi + ACHE + coll. 


如 果 ex) 在 〇 附近 如 此 光滑 使 得 量 o[aKz) eO NA 
Fo RITER: 充分 大 使 得 当 p Ont CL ba) + 
ce] > — oo, 例如, 若 (oo) 的 元 素 可 微 就 满足 这 个 光滑 性 条 
件 。 
我 们 作 第 二 个 计算 求 出 
Lhe — 6%] = — Caan + obs en, 
因为 aa > 0, MER 充分 大 使 得 在 DUOD E-L 一 e] 
AVE. HEH a d> r EKE 
一 ATe 一 ce 六 mx 人 十 人 Te 十 cp 


因为 AS ORNA e RAEM 
(L+aylw]<0 EDH, 
w>o 在 DU8D 上 . 
现在 应 用 第 116 页 的 推论 可 得 , 若 
(L+a)lal>0 EDH, 
“<o OD EO RH, 
又 若 当 z OF u BBL 1/7 MED a <0, 

处 果 在 边界 上 有 有 限 个 例外 点 ， 把 几 个 这 种 类 型 的 水 数 加 起 
来 就 可 以 得 到 同样 的 结论 ,还 有 ,在 (a 一 2) 维 边界 超 曲 面 此 可 
求 积分 ,这 表明 当 规定 边界 数据 时 可 以 漏 过 这 种 例外 点 集 . 

特别 , 我 们 看 到 若 系 数 a 在 点 O 充分 光滑 ， 则 在 OR--> 
去 心 邻 域 中 (L +D Se 的 有 界 解 不 能 在 @O 点 还 到 最 大 值 。 
光滑 性 限制 更 少 的 条 件 是 由 Gilbarg 和 Serrin [1] ey, BO 
在 DO 的 其 个 邻 域 中 第 一 边 值 问 题 可 解 ， 我 们 得 到 可 去 奇 性 定 
Mm. 不 管 4 的 符号 是 什么 ， HT eGR K = 中 的 构造 使 得 在 原 


“122° 


AWB CL + 各 [w] < 0, 所 以 甚至 在 六 有 时 为 正 的 情 
形 下 这 些 结果 也 成 立 。 

用 log 《lfp) 一 cp* te 代 蔡 ww 定义 中 的 头 两 项 后 ,可 以 用 
同样 的 方法 处 理 二 维 的 情形 . 

由 Gilbarg 和 Serrin 给 出 的 下 面 的 例子 证 明了 ,车 离开 OR 
处 无 论 系数 多 么 光滑 , 但 在 O 点 只 有 系数 的 连续 性 是 不 够 的 。 当 
0<r S01 RR 


orate 
log r 

Ga Vi 十 E E 

2x? Axy 

[i + ACIogr — 5l tee + og 2? 
2y = 

+ f + og — | t= 0 

的 解 . 踪 在 原点 外 系数 无 穷 次 可 微 , 并 在 原点 连续 ,而 这 个 解 显然 


在 原点 达到 最 大 值 . 

上 而 对 ”> 2 给 出 的 构造 法 表明 , 着 系数 在 O 点 连续 ， 风 对 
任何 s > 0, 存 在 一 个 满足 推论 条 件 的 形状 为 wrote + KL 一 
cn] 的 函数 w。 因 此 ,以 O 点 为 不 可 去 奇 点 的 (十 有 )[#1 一 0 
的 任何 解 对 每 个 。 > 0 必定 增长 得 和 ot 同样 快 ，Gilbarg 和 
Serrin [1] 给 出 了 一 个 增长 得 比 p+” 慢 的 解 的 例子 

现在 考虑 混合 边 信 加 题 .假设 "是 

(L+i)lI=7 EDH, 
Pet oume HT Ho 
wee BM N 
的 解 , 其 中 T, 和 Ts 不 相交 ， 但 是 TUTs 可 以 不 是 整个 8D， 用 和 
前 面 完全 一 样 的 方法 能 够 得 到 对 应 的 Phragman- Lindelöf 定理 ,我 
们 叙述 这 个 结果 。 
定理 20. 假设 * HE 
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CL+aylel 20 在 DD 中 ， 
oe taugi Ern ks 
“<0 在 Ts 上 ， 
FERIA FE 19( 其 中 了 一 了 T。UT。) 中 一 样 能 够 求 得 有 界 区 域 序 
列 {De}. 假设 和 定 于 19 中 一 样 能 够 求 得 函数 序列 toh BR 
PLAC VOR A ERAT E 
Bet a am SD, 

Op 
BAA DH «<0, 
Hopf [3],Gilbarg [1,4],Serrin [5], 以 及 Meyers 和 Serrin[ 1] 
给 出 Phragmen-Lindel6f 原理 的 其 它 形式 。 进一步 的 参 蔡 文 
可 在 这 些 论 文中 找到 . 

关于 有 界 区 域 的 例外 边界 点 集 的 定理 , W Kryżański [2], 他 
还 处 理 了 与 解 的 存在 性 有 关 的 问题 。Picone [5] 和 Leja [1] 对 于 
特殊 的 算 子 A 十 得 到 了 这 样 的 结果 , 这 推广 了 Zaremba [1] 关 
于 Laplace SPA AHR. 


献 


习 题 
工 .证 明 当 r&0.1 时 Gilbarg 和 Serrin 考虑 过 的 方程 
pe 2x7 | eu any oa 
FQ + bogryl am PDP logr) pay 


27 ] ou 
1-—_" __ =0 
+ [ 72 + gt) ôy? 


是 一 笃 刁 圆 型 的 ， 证 时 系数 在 > 一 ?一 0 不 可 微 . 
2B 


s an rn 
a logt) — 2x — 
[22 + logr) — 2e] -a 了 z5 
an 
+ [PQ + boar) — at] GS 一 Ce) 


是 用 PO + be) RAPI 题 的 方程 而 得 ， 它 与 第 1 题 的 方程 等 价 ， 所 以 
1+0 flor) 是 ( 玉 ) 的 一 个 解 。 证 明 ( 六 ) 的 系数 是 可 微 的 ， 试 解释 最 大 值 床 
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天 为 什么 失效 ， 
3. TEA: FEL 
ORD HRA RA 


Rey > 0 中 和 有 界 Row Sw 一 0 HEN 


lim (37 + yy a = 0, 
2 


则 ”不 超过 它 在 aD 一 O 上 的 最 大 值 . 
4 证明: A ya) 当 Oct + ytt at CR 时 满足 ae 一 0， Xf 
lim Cet yp a= 0, 


Pattern 


WATER «I Oa? y h cR E I, 


第 十 节 Harnack 不 等 式 


最 大 值 原理 使 我 们 能 够 用 椭 贺 型 方程 的 解 在 边界 上 的 极 值 来 
LEER MERA LAGI, Harcack RW, WM a EKR D 
TERMER ABZ EDHE RATE S 上 任何 两 点 处 * 的 比 
值 可 用 某 个 兵 依赖 于 集合 3 和 忆 的 常数 来 估计 ， 这 些 估计 通常 称 
为 Harnack 不 等 式 ,已 经 证 明 它 们 在 调和 兰 数 理论 的 发 展 中 是 慨 
为 有 用 的 . 

Harnack 不 等 式 的 基 伦 是 国 域 中 Lapiace 7M BRAK, 
国 顺 第 七 节 的 结 吴 。 我 们 知道 如 果 在 以 原点 为 中 心 为 半径 的 加 
WER a Mt 


Au = 9, 
MIRRA BERN PCE) RIA 
CO EA a 


其 由 G 是 司 域 Ks 的 Green WI. GNBRRAR IE 


Gat tog EOR GE t ymt ty + n) 
4 RI — EY + O ad ` 


在 边界 上 上 法 向 导数 和 径 向 导数 是 PN, VT EL OG} 
dn, RABBI ABN. fF ES = reas, y= 
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riin px = Reos9,y 一 Rsinb fa, RARER 14) 
op sind) = RL Ò” uCReos0,R sing) 
“reospr sin$) Te | R — 2Rrcos(O—h) Tr 
(2) 
SROH OEA Laph 方程 解 的 Poison AX, RRE, E 
接 通过 微分 法 证 明 (2) 右 端的 积分 满足 Laplace 方程 是 一 件 简单 的 
HS, PCE EE Kx 的 内 点 ,容易 直接 验证 积分 号 下 求 微 商 是 
合法 的 . 苦 边 值 连续 , 则 可 以 证 明 当 了 趋向 于 Kx 的 边界 时 , ul) 
BTH. XP Poisson ARMEI T RRE Dirichlet 问题 的 一 
个 解 又 提供 了 -…- 个 存在 定理 ， 


图 14 


参阅 图 141, 其 中 P,0 辣 的 距离 记 作 doo, 我 们 可 把 (2) 改 写成 


_R—r al Ods 
P= 2xR fia dio i (3) 


的 形式 ,其 中 是 积分 中 的 变 点 而 so 是 沿 OK, 的 弧 长 ， 现 在， 如 
果 Ks 表示 # 维 空间 中 半径 为 R 的 奈 , 我们 可 把 Poisson 公式 推广 
到 在 边界 上 有 给 定 的 秆 的 =” 维 Laplace 方程 的 解 上 去 ， 其 结果 是 


2 Dyas 
AP) == = OS ; (4) 
Roy Joke dzo 


其 中 了 是 到 原点 距离 为 7 的 TAR, OB AR, dro BELA 
PO ,而 ws 是 # 维 单位 球 的 表面 积 ， 积 分 (4) 满 足 # 纵 Laplace 方 
程 仍 可 通过 积分 号 下 微分 法 去 验证 . 

如 果 P 是 球 Kx 的 中 心 O, 公式 (4) 给 出 调和 嚼 数 的 平均 值 定 
理 [ 见 第 一 节 等 式 (7)]; 


(000 一 |。 C0)aso. 


ay PKR 


ac 


引 理 ， 设 Kxz,y) EER Kes ty R 中 的 非 负 调 和 吨 
数 . 如 果 F(z,y) 到 原点 的 虐 离 r< R, W 


Ror R+r 5 
Ra ~ #6050) 和 U(x) < Ro, «(0,0). G) 


证 明 . 参阅 图 14, 我 们 知道 对 固定 的 了 ,到 边界 上 任何 点 的 
距离 dog 满足 不 等 式 
R—r<dgo SR, 
于 是 公式 (3) 和 上 29) PRERA E 


xz(P) < any uÇ R cos0, RsinO)d9, 
ye 


利用 调和 函数 的 平均 值 定理 , 我 们 得 到 
(zy) < EEZ 0,0), 


用 类 做 的 方法 可 得 


ca i 
ayy) > zh u(Reosb, Rsin 8 )d0 
Rr 
= RC0,0). 
Re O 


BE. 把 (5) 推 广 到 a 维 油 和 函数 要 用 到 Poison 公式 (4). 


其 结果 是 
Rr pe? Rtr poy 
RF RO) SAP) < RR (C0). (6) 


21276 


假设 和 P AME NTS RMA, LUBE 4 P, 为 中 心 


RAPE NR KP.) 中 调和 (图 
15). 我 们 能 够 利用 (5) 得 到 <(P) 
和 uP) ZMK A. 

IE LEHER KP) 
上 ,我 们 求 得 

R-r 

Rp E Sae) 


R+r 
LEE ula) 
<} 7a) 


图 二 因为 > 一 二 RR, 可 以 写作 


r-1+R 3R 
2 2 
-MP EP) ED), 


Ar R— İR 
2 2 


所 以 
L aP) < wp) < he (7) 
WEP, EGP, 距离 小 于 二 的 第 三 个 点 ,我 们 又 可 以 把 引 理 用 到 


以 为 中 心 的 圆 域 上 去 并 推出 不 等 式 
Fa) < up) < 3n(Ps), 


由 此 求 得 
(Lp) <u) < GFP). 
对 任何 有 限 个 点 我 们 可 继续 这 个 过 程 ， 
如 果 S 匙 区域 D 的 有 界 闭 子 集 ， 上 并 且 R 小 于 s 计 任何 点 到 DD 
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的 边界 的 距离 ,于是 由 Heine Borel 定理 六 可 用 有 限 的 下 个 中 心 .在 
S 2H 1 RAVER SMUD RHA à A 
BREA PWO E S HERRA CLD ROB 
k VLE RL GE NURIH GEN P 而 最 后 -个 网 
域 的 中 心 是 点 9, 并 且 两 个 但 邻 加 城中 心间 的 距离 总 小 于 证 RE 
16). 重 复 地 利用 (7), 对 任何 调和 函数 * 和 中 任 何 两 点 我 们 得 到 
H7 AP) < A Q) < 3P), 


图 16 


注意 到 数 & 只 依赖 于 集合 3 和 区 域 刀 .上 述 论证 给 出 了 下 面 的 结 
R. 

定理 21 (Harnack 不 等 式 )， 设 (rsy) 是 定义 在 区 域 D 
中 的 非 负 调 和 函数 ,又 设 8 是 包含 在 忆 中 的 有 界 闭 集合 , 则 存在 依 
HT S 和 但 不 依赖 于 «的 正常 数 4， 使 得 对 5 中 的 每 一 对 点 P 
和 8, 我 们 有 


AutP) & ul 0) < A uP), (8) 


1) Heine-Borel ERE -AHA PROSE REDS TOY h, W 
它 一 定 包含 在 该 炭 中 有 限 个 开 集 的 并 集 之 中 ， 在 现在 风情 形 下 ， 5 当然 在 中 心 
在 5 之 中 兴 径 为 了 R OR AFR HRA Bt s 在 有 限 个 这 样 的 贺 域 的 
FRAG. 
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附注 (i) 在 任何 维 数 的 情形 ,类 似 的 结果 部 成 立 . 
GD 选择 相 邻 中 心 点 彼此 相距 比 证 R 还 近 是 为 了 方便 ; hE 
何 小 于 尺 的 距离 都 可 以 。 


作为 定理 21 的 征 单 推论 的 以 下 收 全 性 定理 展示 了 Hatnack 
不 等 式 的 用 处 . 

定理 22， 设 a(x, yh k= 1,2,- BERD HAR 
REFU. MRA {u} DAI TPA PCy) ER, WETTED 
的 每 个 有 界 闭 子 集 上 一 致 收敛 . 

HER. RAVE <M ory) 二 w(x,y) 一 wien 
y MEE. MRS EDW-TARMPR, MOC) ES 
的 -个 点 ,把 Hamak 不 等 式 (8) 用 于 v(x，y) 可 得 

US vz) S Aval osya) = A [ul xo yo) — “ilto Yo)ls 

因为 根据 假设 {ax《xosyo)} 收敛 ,于 是 当世 ij 一 COM {vC y) 
于 过 ,从 而 得 出 结论 . 


HE. G) 可 以 把 Harnack KSA MME MAP E 
Rava TARR LE OR «Ly PA SU 
e=u— m fis We Harnack RERAM. BW, Æ u AM 
LYE, WURR w 一 M 一 x 调和 且 非 负 . 

Gi) WR (0) RARER BR 

log (R/r) Yr pelt, 


6) = > 
ulr) = i og (Rig) t-te t+ rce 
4 ë 4g4 


在 呵 域 +< 尺 中 是 上 调和 的 而 县 非 负 , 但 是 选取 s 充分 小 可 使 比值 
tC0,6)/w (二 R8)j 企 意 大 ， 所 以 ,对 上 调和 函数 类 没有 Harnack 
KER. CIES + e+ log CR/s) 一 ww(79) 表明 对 下 调和 函数 
类 也 没有 Hammack AGA, 
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GD BRERA n 维 空间 中 Ax 一 0 Hoa 20, WAP 

0 是 彼此 相距 为 7 的 任意 点 ,对 任何 R > > 我们 有 不 等 式 (5).。 令 
R—- co, 我 们 求 得 

uO) < AP), 
交换 P 和 0 的 地 位 ,我 们 又 得 出 

uP) & WO), 
因此 x(P) = wxK0)。 所 以 , 任何 整个 = 维 空间 中 的 非 负 调和 范 数 
必 是 常数 ， 根 据 上 面 附注 (iD, 我 们 可 以 得 出 结论 : 在 整个 Hes 
间 中 有 十 界 或 有 下 界 的 任何 调和 话 数 是 常数 .这 个 结论 称 为 Lio- 


Lichtenstein 1] 和 Feller[1] 已 经 得 到 了 系数 光 消 的 一 般 椭 加 
型 方程 的 Hamak 型 不 等 式 . 这 里 我 们 介绍 由 Serrin[6] 给 出 的 
二 维 情形 的 一 个 修正 过 的 证 明 . Serin 的 证 明 有 了 琴 方面 的 优点 : 
《关于 系数 不 作 特 别 的 连续 性 或 光滑 性 的 假设 ，(i 在 只 用 最 大 
值 不 理 的 意义 下 其 想法 完全 是 初等 的 . 

定理 23， 设 x(x,y) 在 以 0 为 中 心 玉 为 半径 的 加 域 Kx 中 满 
EHE 

CL F AG] = ause + 2busy + cuyy + düs + euy + hu = Dy 
AO, 
又 设 在 Kp 中 
“>o, 
ik LERES HE LURRE Kx 中 有 界 , 则 存在 一 个 
只 依赖 于 燃 加 性 常数 “各 工 的 系数 的 界 对 的 常数 4 > D, EER 


要 P 和 ORE RANKS R, 就 有 


u(P) > Au(O0). 
TER. 假设 «40, NAAR (0) > 0, MARM 


有 使 WP) > + aO ORME. MERA E A OW 
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定 分 支 一 定 延伸 到 Kx 的 边界 。 因为 。 和 否则 它 的 边界 就 会 是 一 个 
E u= EO RATT MO) 小 于 KO)。 所 以 “应 在 一 个 


内 点 处 有 相对 正 最 大 值 ， 这 和 椭圆 型 算 子 的 最 大 值 硕 再 矛盾 . R 
此 ,存在 一 条 连接 0 点 和 边界 点 @ 的 曲线 T, EHE T 


1 
oP) > 30), 


身 我 们 平移 和 旋转 坐标 系 ， 使 点 
Ig OO 在原 点， 而 点 2 在 新 的 ?7 
举 标 系 的 了 轴 上 (图 17)。 如 我 
们 在 第 二 节 中 所 见 ， 这 个 坐标 变 
x 换 把 工 变 成 一 个 有 有 界 系数 a， 
bcd, DARA AH DS 
算 子 ， 并且 有 同样 的 椭圆 性 常数 
za。 为 了 记号 上 的 方便 ,我 们 将 去 
图 17 掉 “ 一 ” 仍 用 字母 x,y RRM 
HRR arbed Me 表示 工 的 新 系数 . 
这 里 也 要 利用 在 以 前 的 应 用 中 极其 有 用 的 辅助 函数 法 ， 我 们 
引进 用 公式 
zam els I 
定义 的 两 个 函数 xz; 和 z-, 其 中 
1 TY 1 1 
T=— [0 — TR) r- Lejr ， 
而 “是 需要 适当 确定 的 正常 数 ， 函 数 x+ 对 应 于 Ta WAR z- 
应 于 T. RITAN (L + 4z] 
i a a 1 
CL + A)lss] = Re EE Aor (一 FR) 
aa 1 ,Y 
+ 4cR (一 二 可 


1 


一 ge 二 | er” 3 dR 1+ Re 


x (y—4R)} + hes 
ST LOR BEM SEE HM 4 ERS 
4 + bën + en > lS? + 9?) 
对 所 有 的 实数 上 和 成 立 . F E= tE, q= Ry 一 
我 们 发 现 | 
局 at tory 一 1 x) + 4eRAy 一 A RY] 


ne 
5 


> 
把 这 个 不 等 式 代 入 (LIL + 们 [s4] 的 表达 式 ,我 们 得 到 
(L + hlel > Rom [4 +4R? f 一 > RY] 


一 中 2e3 aR + 2e(y 一 ir’ + aR — 4, 
3 g 2 4 


因为 系数 arbitres h ARME 非 正 ,我 们 看 虫 若 远 取 充分 
大 , 则 在 整个 贺 域 Ke 上 

(L + Lz] > 0, 
的 大 小 只 依赖 于 二 的 值 和 工 十 RR 的 系数 的 界 。 xs 中 的 指数 项 
起 着 特殊 的 作用 .图 18 aT ee 


的 大 致 图 形 。 我 们 注意 
s+ 一 0 在 Ti: 一 0 上 ， 
zx- 一 0 在 7T-==0 上 。 

在 抛物 线 T+ = 0 的 左边 有 
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所 以 x+ 之 9。 在 整个 贺 域 Ks 中 ,我 们 得 到 


> 
-RT sie- tr (y-t R) <ir 
4 3 2 4 


-irs 1 Pipe Ze, 


4 12 
内 此 ,把 最 后 这 个 不 等 式 代入 2, 的 表达 式 ， 我 们 发 现在 全 于 抛物 
线 Ti 一 0 左边 的 Kx 的 部 分 中 
bEz < ez 《9) 
类 似 可 推出 在 位 于 抛物 线 了 - 一 0 右边 的 Ke 的 部 分 中 
O< 2 er, 
因为 曲线 T 从 0 到 9, 在 T 上 >> {oma TVAE 


FRAT, = ORT -0 by <0 UMS AREA OC. 用 
GETE 19 中 阴影 区 域 -- 一 抛物 线 之 间 的 区 战 , 设 下 是 G 的 他 一 
AASER UY fie TART 的 右 方 , 设 Gy 是 由 了 * 
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图 19 


的 弧 和 抛物 线 T, 一 0 围 成 的 包含 了 点 的 最 八 区 域 (在 图 19 中 用 
重 限 影 表示 )， 我 们 回想 起 对 于 T* 上 的 有 
uP) > Zo), 


因此 ,考虑 到 (9), 对 位 于 Gy 边界 的 r* BAENA PRA 
uP) > Fe PMO eal), (10) 
WET, 一 0 二 zy 一 0， 于 是 对 T, = 0 上 的 点 了 成 立 的 不 等 
式 
MP) > Z eul jar(P)， 


相当 于 断言 eP) > 0, XEK Gy 边界 上 所 有 的 点 
ADRY. TH ,我 们 知道 对 (xy) € Gy 


(Lee [E e Oz, 一 aj 
a be COKE + Aa] > 0, 
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所 以 ,由 最 大 估 原 理 知 ,在 Gv 的 边界 上 成 立 的 不 等 式 (10) 必 定 在 


它 的 内 部 处 处 成 立 ， 因 而 ,特别 在 点 了 有 
WV y= + eM Oe), 
Bue Vv E T* 左边 的 6 的 任何 点 ,我 们 得 到 
eV) > 4 en O)z(V), 
远 样 就 得 到 结论 ,对 G 的 任何 点 下 


u(V)> + ea O )min( 2.(V)42-V)), 


1: ~-2r<er<ctr,yolr 
4 4 2 


定义 的 线段 了 在 G 中 ( 见 图 20). 沿 7 不等式 (11) 给 出 


图 2 


BERR WMDR 
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1 1 en MAD-DAR 
u(r r)a te uC ODL ett 1), 


(11) 


P, PS RO 十 R) 一 中， 


-mak -Art 
a m g TODARA- GRWR L Y 


东 巨 上 是 零 , 厕 对 充分 大 的 “在 Kg 的 使 S o 的 部 分 中 满足 

CL +A] > 0, 
Wo KES (L +All >0 和 (L 十 和 )[z] > 0 都 得 到 
满足 和 以 前 一 样 , 量 K 只 依赖 于 px、。R 以 及 工 十 的 系数 的 界 . 
抛物 线 了 通过 /的 端点 而 顶点 在 (0, 一 R)《 见 图 21)， 现 在 我 们 


图 21 


SOS Gy 所 作 的 那样 对 由 了 和 P 矢 成 的 区 域 6; 作 同样 的 论证 。 
由 计算 知 沿 了 


Lp map "Lat num 
zet R) = g CDER HR] _ 


= ee-GexR — 1 


L eUD DARTI 一 | 


因此 ,利用 z* 在 了 上 等 于 零 ,* 的 非 负 性 以 及 不 等 式 (12), 可 得 出 
对 G1 边界 上 的 点 P 
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WP) > — e ™ Pul 0 )e(P), 


L 
2 
在 G 的 内 点 上 由 最 天 人 原理 得 出 同济 的 不 等 式 、 特 别 尾 ,对 整个 
位 于 Gi 中 的 贺 域 


Kan 轨 + <i 


这 个 不 等 式 正确 ， 计 算 表 明 对 Kes 中 的 (zy) 有 
2 


作为 最 后 的 结论 ,我们 就 得 到 了 


uP) > + eTe — 1)uCO) a3) 


对 Rea 中 的 点 了 成 立 。 这 就 是 所 要 的 Harosck 不 等 式 ,其 中 
dam Lemmon —1, 


附注 . 《iD 对 满足 0< 过 1 的 任何 4， 设 T, 是 连接 0 与 边界 
点 ， 且 使 > uO) 在 PT 上 成 并 的 曲线 。， 我 们 可 以 几 T, 代替 
定理 证明 中 所 选取 的 拍 线 T。 定理 证 明 的 其 余 推 理 不 必 改 变 。 用 


这 样 的 方法 可 以 从 常数 4 中 消去 因 科 二， 


Gi) 一 且 得 到 了 不 等 式 (13)， 我 们 就 可 以 完全 和 调和 函数 的 
情况 一 样 进 行 论 证 ， 在 区 域 六 的 任何 有 界 闭 子 集 S 二 得 到 CL 
+ Aul 一 0 的 正解 的 界 . 

Git) WRAN A FE, 但 是 如 果 尺 充分 小 使 得 存在 三 因 
Me EKRE CL + 如 [wl S078 LEAT ase, 
我 们 能 够 对 Kra 中 的 点 了 得 到 Harnack KEA MB) > du), 
TR MLE CL + Alu 一 0 的 区 域 刀 的 有 界 闲 子 集 3, 通 过 
FAZED) BIKE K 8, 我 们 仍然 可 以 得 到 Hanak 不 等 式 . 

Gv) 假设 Hamak RERER UT RR DH (L + Au] 
一 0 OPS EMRE PLO MEZA MKP) > KQ). 
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WHD aute MEA EE a A CL +t Ae] SS, OB 
么 ,对 于 非 齐 次 方程 
(L +A] =F 
的 在 D 的 闭 包 上 连续 的 非 负 解 >， 我 们 能 够 得 到 一 个 对 应 的 不 等 
R. RoR +e 一 0 的 与 x 有 相同 ( 非 负 ) 边 值 的 解 。 于 
是 由 第 六 节 的 方法 知 
lo-ol< sup fl. 
FORMA SWAT off Hamak 不 等 式 结 台 起 夹 , 我 们 得 到 
oP) > Ke 0) — [Ka(O) + w (Py|sup| (L 十 4)[z]]， 
这 个 不 等 式 对 刀 中 每 个 二 次 连续 可 微 的 正 函 数 ” 成立。 Serrin[ 5] 
证 明了 象 定理 23 的 证 明 中 一 样 不 需要 假设 联 数 少 存在 就 能 够 推导 
出 这 种 形式 的 一 个 不 等 式 . 

G) Bit CL + Ales) BCL + Alel 可 以 看 出 借助 算 
FLORA RA RBA EARL, C13) AE @ 可取 为 
a= sup COBY + H P + Rid! + Re?) 

— 2880 RAY”, (14) 
我 们 看 到 这 个 量 e EPA RUE. 


现在 我 们 利用 Harnack 不 等 式 来 得 到 有 关 方 程 L[x] 一 0 的 
解 在 慰 立 奇 点 处 的 竹 态 的 信息 .我 们 遵循 Gilbarg 和 Serrin[ 1] 的 
处 理 方法 . 

he 是 方程 

Liu] = auss + 2bttgy 十 cuyy + duy + eu, = 0 
EAD 0< 十 y < RI 中 的 解 。 假 设 存在 常数 使 得 不 等 
式 
ÈH t etl +P + eB C15) 

对 所 有 的 ry 成 立 . 不 难 验证 圆周 C(O). è +y e RY E 


EMMA P MOT HRMS R 的 圆周 上 一 惠 到 多 


3 


13 ERER, MER < 十 Ro BATEE Ca EHA 


ROA BR USK <e + y < Ri h, EAMH Harnack 
不 等 式 ,我 们 发 现 MO) A uP), Hope 4 RRETA Yh 
Ea, EREA Cr 二 半径 为 RR 的 圆 域 中 , 我 们 有 RS å 
十 。 因 此 , 按 系 数 的 有 界 性 假设 (15), 可 选 4 与 无 关 . 

BLE BM x + yi 0 时 w(x,y) 有 有 限 的 上 极限 M， 十 
起 ,对 任何 e > 0 存在 半径 R ER e +y aR 时 有 对 一 
abe 之 0 并 且 存在 艳 于 康 点 的 点 列 {P,} 使 得 uP) >M e. 
令 从 原点 到 P, 的 距离 是 2R,。 则 R, -> 0, 并 且 我 们 可 以 选择 一 个 


子 序 列 ( 仍 记 为 R,) 使 得 R, 单调 递减 ,每 个 R, Mbi Ro 又 小 


FR. 注意 到 LIM 一 # 十 2] 一 0, WED BEARER 
C(O) 上 的 Harnack 不 等 式 用 于 函数 M —u te, 我 们 发 岗 
在 Cz, 上 M 一 “十 E<248。 于 是 ,出 最 大 秆 原理 ,在 这 些 网 
局 间 的 环形 区 域 中 «>M 一 (1 十 24)8, 这 样 一 来 我 们 得 出 : 
IHEM e > 0, 存 在 Ri 使 得 当 of y< ORY 时 

je—M| < (1 +24-¥)s, 
换言之 , 当 P+ > 0 Kao, 

WR u 的 上 极限 是 一 so, 则 良 据 定义 有 极限 一 CO， 因此 ,如 
Ru 有 上 界 , 它 就 有 极限 .因为 荆 [一 四 一 9 所 以 如 果 * 有 下 界 ， 
我 们 可 得 到 同样 结论 . 

RICART TARE: 

ER 24. WRe EGLO + yè < RR 
EDAR 

Liu] = atse + 28ury 十 cyy + du, + euy = 0 
的 解 , 如 果 # A ERREA TA MRE 
OIE OCH YA te) 
有 界 , 则 i, ary) EE. CEE.) 
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WE. O 注意 在 上 面 定理 中 允许 系数 了 和 e BR, 

Gi) 利用 定理 23 后 的 附 半 (党 ) 和 (iv)， 并 企 以 上 正 胡 中 利用 
形状 为 A TYR <P ty al + YR! 《其 中 充分 小 ) 
RREA RL r + y RRS HERA 

fim TA + D = 0 
则 对 方程 
CL +l] = f 
的 解 可 得 到 同样 的 结果 .我 们 只 须 注 意 
(L+aiM te-a) =M +e) +f 
BITI. u= cos? EREDE Au 十 ru 一 0 又 满足 An 一 
一 reosg 这 一 事实 表明 关于 了 和 上 的 增 关 条 件 是 必需 的 . 


SUERTE RTS RE AL ee AEEA E 
解 的 分 解 定理 、 

定理 5. 假设 w 是 Llwi-0 在 有 和 孔 贺 域 D: 0< ty 
< R PHR, ABA 好 十 多 一 0 时 wto, MRLE 
DYE- Beh AW E 

t+ Pt Gt ya te) 

+(e + yw (law, + 1b0,¥ + Qbw, + ew, Y} 

GR BA Le] = 0 EDHE njw 有 上 界 或 者 育 下 界 的 任何 解 
#， 必 可 分 解 为 ?的 倍数 与 L[9] 一 0 的 其 有 以 下 性 质 的 解 4 之 
A, TERAH t+ y= 如 上 达到 它 的 最 大 信 ， 并 在 (C0,0) 点 有 
BER, 

证 明 . 首先 ,我 们 注意 在 DD 中 w/w 满足 一 个 可 以 应 用 定理 24 
的 形状 为 上 [wjw] 一 0 的 方程 ， 如 果 w/w 有 上 界 或 有 下 界 ， F 
是 当 下 十 天 一 0 时 lim(wfw) 存在 WA w/w > +00 WH 
xb yO Bh en +00 Tl w/e > 0, 这 时 可 庶 用 Phragmén- 
Lindelöf JABE(GHE 19 HEE Mii ED BR Me, 与 
假设 矛盾 .类 仪 ， 极 限 也 不 能 是 一 c .因此 wfw >c, “是 有 限 


chad 


数 . 我 们 定义 9 一 # 一 cz， 可 看 出 9 是 (L+ Ag] = 0 的 一 
个 解 , 9 满足 9/w 一 0, 所 以 ,按照 定理 19 的 推论 9 是 有 界 的 . 

特别 ， 若 可 去 奇 点 定理 成 立 ， 则 * 等 于 cw 加 上 在 整个 圆 域 
Pty < RE 中 的 一 个 解 。 


附注 .很 据 定理 24 后 的 附注 (i, 可 以 把 定理 25 的 结果 推广 
BL + lel 一 + 的 解 上 去 ,其 中 当 Pty oO G+) 
x al + 10, 


WR u EHF Liu] = 0 在 外 部 区 域 oP + y > PR 中 的 解 ， 
MERER Ea /C +), nm y + 六) 可 使 # 成 为 一 个 
局 样 形式 的 一 致 李 贺 型 方程 在 区 减 0<x 十 y < RF 中 的 解 .把 
定理 24 用 于 变换 后 的 间 题 可 得 如 下 结果 . 

定理 26， 如 果 * 是 一 致 精 圆 型 方程 

Llu] = atte, + 2btyy 十 eHyy + dus + euy = 0 
在 外 部 区 域 ?十 y > R HURR 有 上 界 或 有 下 界 ， 又 若 
Hit We t+ Git ye +) 有 界 , 则 lim (#7) 
存在 ( 它 可 以 是 士 co)， 


附注 (i) 我 们 注意 关于 系数 的 条 件 使 得 当 x? + y+ 00 时 
dRe METRE, 函数 ume 是 
Ure yy — tt, = 0 
的 解 , 它 表 明了 这 种 限制 的 必要 性 , 
Gi) 如 果 当 P+ yoo 时 个 十 | 下 十 LL > 0, 
人 么 这 个 结果 又 可 推广 到 《〈 工 + Aul 一 了 的 解 上 去 ， 


如 果 * 在 整个 x,y 平面 上 满足 工 [x] 一 0%, 从 最 大 值 愿 理 可 见 
u 不 能 大 于 或 小 于 它 在 无 穷 远 处 的 极限 、 因 此 ,我 们 得 到 Liouville 
EE: 

定理 27 (Livuvile). WR « RKRN 
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Llu] = ause + busy + cuyy 十 du, + euy = 0 
在 整个 x,y 平面 上 的 解 , x 有 上 界 或 有 下 界 , 又 若 量 
PIP + +(x + ya? e) 
有 界 , 划 * 是 常数 . 

Serrin [6,7] 还 对 #4 之 2 时 的 * 维 椭 区 型 方程 的 解 建立 了 
Harnack 不 等 式 ， 但 是 与 二 维 情形 不 同 ,必须 假设 系数 的 某 种 光滑 
性 条 件 或 者 假设 解 的 梯度 有 界 . 

利用 后 面 的 结果 , 只 要 系数 在 孤立 奇 点 处 有 极限 ，Gilharg 和 
Serin [1] 建立 了 与 定理 24,25 和 26 类 似 的 = 维 情形 的 结果 . 

Moser [1] 普 对 散 度 形 的 一 致 戎 圆 型 方程 


(L+ lel = > (ug) + > È + hum 0, rgo 


在 关于 系数 的 不 多 的 限制 下 得 到 了 Harnack KSA. 这 样 的 结 
REELED EMM AP eA M. 


3 5 

1 .验证 第 125 AR Poison 公式 (2) 给 由 平面 中 Laplace 方程 的 解 、 验 
证 第 126 HARCA IN r C> 2)Laplace 方程 的 解 - 

TEL MaE) 一 vat hook A = 152，…) 其 中 ee EBL MIE 
证 明 在 包含 于 D: e tya REDRE fou) Bebe. KET Ou) A 
SEADREAM SUT PEE? ASTRA REL A BL? 

3. 验 证 第 135 页 的 公式 (14). 

SALE G+ i he 

PFW te Gt DG bet A) 

AR. 设 “ 在 中 心 是 中 原点 2R 的 点 半径 为 的 天 城中 是 C + Ole] 
=o KATAR. BR #4<0。 证 明 存 在 与 无 关 的 常数 4 使 得 对 任何 
与 P 的 三 离 小 于 二 的 点 2 有 9)> du(P). 


3 .利用 第 4 题 的 结果 证 明 ; 如 果 当 O<a 4 wR AECL + ADL] = 
E 


Cae gy Cat p yA zoga 
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aR, 
EMER: AUR TERR x? + y<R 中 fon] <M H s20, 


时 oo = Lane a a oan 
< Rtr {C0,0) + + MIRER] 
第 十 一 节 E R 


设 呈 是 一 个 三 维 区域 ， 其 边界 8D RAMA RM h i 
TANT, BRR T, 整个 地 位 于 了 内 (图 22)， 可 以 证 明 在 D 中 
存在 函数 n(x,y,z) 具有 性 质 ; 

Aw=0 EDR, 

# 二 1 ET E, 

a 一 0 ÆRE, 
第 贡 节 定理 9 建立 了 这 种 函数 的 唯一 性 .在 物理 上 可 对 量 * 作 如 
下 解释 : ”车 漆 用 适当 的 单位 ， 当 完全 导体 n AT, 之 间 正 好 保持 
一 个 单位 的 电势 差 时 ,DD 中 任 一 点 PCy) 的 静电 势 就 是 a。 


图 22 
C= COT) 由 公式 


op 1i Ou 
Cor) = 一 工 8 
GT) glenda 


as 


DREZEN 


RE. CMAN 关于 的 静电 容量 或 简单 地 称 为 容量 
第 七 节 的 定理 EIE. FEUR Lee 
的 D 由 任何 调和 函数 , 则 关系 式 


| au gs my 


an On 


成 立 ， 对 所 考虑 的 环形 区 域 , 这 个 恒等式 表明 


一 ial Ou gsm 1 BU as 
felt, On andr, On 


因为 函数 4 一 1 一 # EDHEM ET, ESTIMEN EST 
9 ,我 们 看 出 关系 式 
1f as = f Bu as 


xli, Ön 4nd, 
ARAN AT 的 容量 和 ATT KAREHA 
COo) = COT). 
Web, BP REACH PY, ZEER EAIA IRE fal A A 
面 ， 我 们 发 现 | Cou/omyas 一 | ，(6w18n43， 所 以 可 以 沼 任 总 
MAT r 求 * 的 法 向 导数 的 积分 来 计算 容量 . 
现 生 将 要 表明 怎样 利用 肾 上 值 原理 来 得 到 大 小 不 同 的 导体 容 
BML. ABSEN 代 
BEET, 产生 的 影响 ,其 中 了 ,在 
FRR BOT OT 
KRD RHE AT, AF ( 见 
23). HD gon TAP, fi 
SMR. ee a, 
之 刘 保 持 单位 电势 差 时 得 到 的 静 n 
$B a ERI 
Aaz=0 42D, A 23 
=l ÆR 上， 
a=0 ELE 


on 
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i. WE = COLT) RHR RE NWSE RME 


由 最 太 值 原 埋 , 在 PD 中 函数 x 的 值 在 0 和 1 之 河 .( 在 5 中 ) 定 义 
了 函数 v 二 4 -n RHEN 

Av=0 EDH, 

2530 ÆR E> 

sz 一 0 ERE 
r WKS ,并 在 ,上 每 一 点 这 和 到、 由 定理 7 A 


由 此 推出 
g=} (| (%2 
cë ihn Se nE 
一 -4f Be as 0, 
4xJT, On 
因此 我 们 有 不 等 式 
c<é, 


HAZ, MAE, 4 向 外 移动 时 静电 容量 增加 。 类 似 可 
iks 对 国定 的 74 T, 向 内 移动 时 

可 以 利用 容量 的 上 述 狂 质 来 得 到 任何 一 对 导体 的 容 晤 的 界 . 
ik Ki 和 天 分别 是 半径 为 Ri F RR > R) 的 同心 球面 .这 一 对 
导体 的 容量 可 显 式 求 出 ， 取 球面 的 公共 中 心 为 坐标 原点 并 设 = 
六 十 六 十 ,容易 验证 


RR. 1 1 
ware) = A 3) 
= 


TE K, 和 大 :之 间 的 区 域 中 调和 ,而 且 当 > 一 Re 0, Br = 
Ruel, 因此 * 是 所 要 的 静电 势 函数 因为 在 X 上 68/53n 
一 8/8r, 我 们 有 
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从 而 两 个 同心 球面 的 容量 CKK) 是 


1 R RR 
CCK, Ky) = = tt =o 
(KK) 4 RR Ryle, R,— R 


SK 在 固定 曲面 了 ZA, TK GATAS T ith iir (E g 
24) WAE CO, r) 满足 不 等 式 
COLT) > CCK, K) = 


RR, 
R,- R’ 


类 似 地 ,一 且 可 以 找到 位 于 工 和 ,之 间 区 域 呈 并 把 0, AT, D 
的 同心 球面 ,这 个 方法 就 给 出 CCT) 的 一 个 上 界 。 


Te 


图 24 


我 们 已 经 证 阴 贿 区, 大 小 的 增加 ,曲面 n 关于 T; 的 容量 减 小 ， 
假设 我 们 选 半 径 尺 的 球面 Ke 作为 Ta; PES REF RAM OT, 关 
F&A ie, SE RR IEG, 当 R > co 时 它 必 
然 档 干 一 个 极限 .现在 我 们 能 够 定义 单个 导 休 十 的 容量 了 . 

EX. BT, RREH ROT, 关于 球面 Ke 的 容量 
BRR. RIE CT) 表示 这 个 量 。 

ERER v Pi E 


e476 


Au 一 0 在 六 的 外 部 
利 附加 条 件 
u=1 ÆRE, 
Tina x59 52) 一 0. 
由 最 后 一 个 条 件 ， 我 们 看 到 对 任何 e > 0 存在 RR 使 得 在 球面 Ke 
上 0 zx < 8、 由 推导 容量 的 单调 性 时 所 用 的 论证 凌 ， 我 们 可 得 
结论 


f 2 as < 6( Ke). 
“7, On 


BDA, MRA PR Ce 一 e)/(1 一 se) (ÈE 
Kr LAF EP, 上 等 于 1), 我 们 发 现 
1 Bu es 
airh, ba 5> KO, 
因此 


UDEO S, Mas < cK). 


lr, 8 
È R> o 和 e 一 0, 我 们 得 到 
工 be as 


err) = 2 


由 第 七 节 定理 15, 我 们 又 能 写成 
cr) = —t| as, 


其 中 Ka RETEA T, ORE. 
MRT 是 半径 为 R, 的 球面 Ki, 我 们 求 得 
CCR) = lim C(Ki,Ke) = lim — RE ~ R, 
Ree Ree R — R; 


球面 的 容量 由 它 的 半径 给 出 . 


slags 


CESE E 


现在 要 不 最 大 值 原理 来 得 到 互 不 包含 的 两 个 导体 间 的 比较 。 
假设 Pi 和 TY 是 包含 在 闭 曲面 T 内 部 的 两 个 简单 闭 曲 页 。 曲面 
Ty ATT 可 以 相交 也 可 以 不 相交 (图 25)， 用 五 表示 曲直 五 和 
HR, FELT SBR 
O 函数 w 有 性 质 : 
Ax' 一 0 EMM 2H, 
“=l 在 rm 上， 
x 一 0 ERE 
Gi) BR a" 有 性 质 : 
ae 一 0 在 好 和 六 之 间 ， 
=l ET bs et = 0 在 T, 上。 
Cii) 函数 ” 有 性 质 : 
Ax 一 0 EDAT M, 
u=} Ær bk, «=0 ENE 


Te 
图 25 
AAT, AT 之 间 的 区 域 上 定义 
v= tu’ — Hy 
注意 Av 一 0 并 且 
vs>0 Pb, 
v=0 ERE. 
KAE T: 上 每 一 点 达到 ”的 最 小 值 ,最 大 值 不 理 给 出 
ae 


<t Enk. 
on Er 


DELORS 


所 以 ,用 明显 的 记号 表示 就 有 


Cro c=-—t| (E+ ~ 24)as 
Talr, \ðn On On 


或 
CCC. G) 
ANRE ATREA T 的 容量 是 T, ASTIN 
A T: 是 半 BIRRE Krit, 不 等 式 成 立 . eR HT 
得 结论 ， BCT), CT") MCT) 是 单个 导体 的 容量 ， 其 中 
T =r Ur 
CT) ECT) + e), (2) 
如 果 利 用 e We 在 T, 上 有 正 下 界 的 事实 ， 则 可 改进 不 等 式 
《1) 和 (2)， 设 ww 和 mm” 是正 常数 使 得 
wm 在 TY 上， 
Sm 在 Ti 上 


引进 调和 函数 
一 
1 — mwm" 
注意 在 了 Lo 一 0, 2 be <0, FE, 由 最 大 值 原理 知 在 也 
上 (8vf8n) > 0。 利 用 和 前 面 同 样 的 论证 ,我 们 发 现 


cg Gam C+ ame" 


1 — wm” 
这 个 不 等 式 可 写成 形式 
cnc 4 cr Mame m= mo" (3) 
L m'm” 
界 (3) 是 (1) 的 改进 . 


要 使 (3) 成 为 可 用 的 ,本 拓 之 点 是 要 在 实际 上 不 知道 势 函 数 w 
和 ad” 的 情况 下 能 够 估计 wm’ 和 m"。 我 们 要 表明 借助 导体 的 儿 何 
特点 怎样 能 够 做 到 这 一 点 。 
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nanm 


在 位 于 了 和 ,之 间 区 域 中 的 一 点 CE n g) 处 ， 对 位 势 
s 应 用 第 七 节 等 去 (12) 给 出 的 Green 第 二 恒等式 ,我 们 求 得 


1 1 du’ 1 1 Gu’ 
一 二 | >% ds 一 4 
wont) as. r bn“ AR r an > “4 


数 


其 中 + BAR (Ent) BRIER (注意 由 Green BE BH 
È Ians = 0), SK 8/On ELEN LH SI 
部 的 方向 上 取 的 。 我 们 注意 在 URI 上 都 有 Bar/6nm < 096 FL 


8 ; 
e= ral on S an on ©) 
one di R G ESO (End) 到 Ti 上 任何 点 的 最 大 距离 和 最 
Sus. RR, 把 d Mo, ELH ARAM MAS. T 
URERA ARMA KIRA CA) ERIS) BBE] 
1 1 


(md ee 人， © 


类 似 的 估计 对 u 成 立 ， 这 样 可 得 (3) 中 用 划 的 oe! 和 mw” 的 值 . 
EAN TARE TERE ‘s gam MTD 一 lid = = 


eae 内 此 ， 让 中 到 从 二 C 
d, RA wisi m" = C” fd, EORR HE PRL LE 
征 的 一 个 佑 让 [ 


下 二 人 十 ”一 一 


习 题 
长 为 1 的 立方 体 的 容量 的 上 下 界 . 
2RREA 1 的 正四 面体 容 黑 的 上 下 罕 、 
3. 设 四 面体 的 顶点 让 (0,0,0),51 ,0,07,00,1,0) 和 (0.0,1)。 
TORR ER 10, PUER 
ATR. 


方 体 
点 ,楼 与 坐标 地 平行 。 求 幅面 休 关 于 立方 体 的 容 明 的 


4. 求 中 心 在 (0,0,0),《 一 2,0,0),(2,0,0)、 半 径 为 1 的 三 个 球面 构成 的 
曲面 的 容量 的 上 十 界 . 
了. 已 知 半径 为 “的 
组 成 的 集合 的 容 最 。 设 j 


RE 《2fw)4， 求 电表 个 半径 为 4 的 平行 六 域 
后 连 心 线 长 为 2z， EH BRT MF sl. 


第 十 二 入 ”Hadamard 三 圆 于 定理 


SEAM TIMES R 和 RAR, > R) HASRA AREIK 
状 平 面 区 域 . 设 * RE D RAT AR BD 
Auz) 在 D 中 . 
令 Patty 并 取 画 周 的 公共 刷 心 作 坐 标 原 点 ( 见 图 26)， 我 
们 定义 


M(r) = max , u(x,y). 
换 句 话说 ,函数 MC) i e HEFJA r OLD BUA LAK. 
我 们 看 到 带 有 常数 4 和 “的 形状 
为 


p(r) = u + blogr (1) 
JA BERTARA » = 0 NEWN. 如 
E r PA rE Ri MR ZA EA 
个 数 ,我 们 可 选取 a 和 使 得 
on) = ME), 
orn) = MC), 


ae 简单 的 计算 表明 
、 EDN afr Mr, rjr 
W= Mr) neni eM Xog rf 2, (2) 
EX oley) = ulay) — VP + PROA 
Av > 0, 
v0 在 :二 nn 上 和 在 + 二 + 上， 
因此 ,由 最 大 值 原理 知 


v0 Bacrcn kj, 
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4 HARM s = pr) 时 上 式 中 等 号 成 立 . 这 样 一 来 当 Pt ye 
时 我 们 求 得 
Spr), mcr cr 
所 以 
MLPC) narr 
这 个 论证 建立 了 以下 结果 ， 
定理 28 (Hadamard =H). ig ulr, y) 在 区 域 D 
dH! 下 调和 而 也 包含 半径 为 n 和 六 的 同心 网 半 及 它们 之 闻 的 区 
域 . 如 果 MOG) 表示 在 半径 为 + 的 任 一 圆周 上 # 的 最 大 秆 , 划 当 
irr 时 
Mo) < Malog) + Mr)log(rln) 3) 
log Crs/71) 
HERH « = p HERET h e ROAR. 
如 票 对 任何 两 个 数 和 六: 我 们 有 


Ka) Ef) 2—* + f(x) 二 一 全 Bex, it, 
nom 


42 i 


NIKAR /x) 是 x 的 号 小 数 , 即 的 图 象 位 于 联接 点 Cass nd) 
和 《zz* 妃 zx)) 的 直线 之 下 ，Hadamard 三 加 局 定 旭 说 明 MC) 是 
log» HOTA. 
BUR e ERATARA REA x,y 平 而 中 下 调和 ， 并 以 常数 
妇 为 上 上 界 。 著 在 不 等 式 (3) 中 我 们 令 x; 一 co 就 得 到 
;log Crafr : logl r/r 
MODS MC) Ben DECI + tin MC) ESS). 
KOMO <M, 右 端 的 第 二 个 极限 是 零 , 简 单 地 外 用 LL' Hôpitsi 
法 出 表 晓 第 一 个 极限 是 !。 这 样 一 来 我 们 求 得 
MO) Mn) Yer en A, 
类 似 地 ,在 不 等 式 (3) 中 令 n > 0 又 给 出 结果 
MC7) SMC) r&n A. 
因为 mr A o ER RITER MO) 是 常数 的 结论 .所以 。 由 
强 到 大 值 原理 z# 必 直 常数， 我 们 已 经 证 上 昕 了 下 面 的 定理 


定理 29 (Liouville ZH), 如 果 “在 项 点 可 能 除外 的 整个 
soy FL TAM, KE -REER Me 是 一 个 常数 . 


附注 ，G) EMMA BAT Lo AERATORS. 
对 a AT ry HEAT BARES TE: Br 0 AK r 一 co 时 


timing MOD <0, 
log | 


则 =” ERR. 

(前 一 附注 表明 ， 对 十 除 原点 外 在 整个 平面 上 证 文 的 莫 常 
ATARAM, EEH > 趋 于 (TET AD, MO) 必定 至 
分 和 | log r| 同样 迅速 地 趋向 

ATNA FANAI 


Los < 
WG sie) 4rcimt, 
| logs re lif 


_ fori -(S- 7 +5) arin, 


0 Mr 2 iit, 
AMER wah a) 一 个 在 原点 处 是 对 数 增长 的 。 所 以 ,我 们 已 经 
行 公 了 了 关 十 下 调和 踊 数 增长 性 的 最 好 可 能 的 结果 . 
Gi) 对 于 有 下 界 的 工 调和 疯 数 ,与 Liouville 定理 类 似 的 定理 
显然 成 并 特别 是 ， 左 一 个 点 可 能 除外 的 整个 x,y 平一 上 的 调和 
Be ERA ALAR AS PA MAR, 


三 圆周 定 塌 依赖 于 基本 解 log ; 的 特殊 行为 。 EERDE 
HE El a PER (Cn > 3) 的 函数 时 ,就 要 和 用 基本 解 oO, IRD 
SENT PRE AR, 和 RAR. > R) 的 # 维 球面 之 闻 的 区 战 .假设 
在 D 中 * 满 足 


au >t, 


+46 


我 们 定义 
M(r)= max alast xs) 


fon 
并 注意 到 
pO) = a + br 0 

Br Ok eM. > 

en) = Mn), 

pr) = MG), 
其 中 Ry <n < r < Ry WORT LED Be RE 
方法 我 们 和 


假设 在 一 个 包含 两 个 半径 为 疡 和 产 
的 球面 以 及 其 让 的 区 域 的 区 域 六 中 Aw SO, WR nr cir, 
jie 


MO = ri) + MC) = 9°") 


SAMS as at br? BBS RY, 


附注 。G) 这 个 定理 中 的 不 等 式 说 明 MC) Be Be 
G) 令 >o REEE 
liminfr?7-M(Cr,) <0, 


UMC) AIRE. ERA ALF. ey 
话说 , 妇 果 一 个 下 调和 消 数 在 原点 无 上 界 , 则 它 必定 在 某 个 趋 村 原 
点 的 点 列 上 和 r" 回 料 迅速 地 趋 于 十 oo 

GD 令 n> co 我 们 看 到 如 果 

limintM(r,) <0, 

则 POM Cr) JE r ERAR. FUL AU fimsups <0, M Pw 
ALR, 

Civ) 定理 30 并 不 导 笋 Liouville 定理 。 事实 上 ,三 个 或 亚 多 
ERA LAWS Sil PARRA REL. BIA, WOR 
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23-1643, “Mri, 
ale) 8 


一 1 op > Litt 
EIT Euclid 空间 中 的 下 油 和 函数 , Jt 昌 处 处 有 界 。 在 二 维 
的 Euclid 空间 中 来 考虑 同一 个 函数 , 它 满足 不 等 式 Ant 
min(1,1 了 J(xus + yuy) > 0, 这 表 朋 在 定理 27 中 给 出 的 Liouville 
定理 不 能 推广 到 满足 袖 因 模 短 分 不 等 式 而 不 满足 微分 方程 的 两 
MLR. 


ZRAZ REPEAT AE FUER 
-x an S, ðu 
Lil = D on abet Diga”? (4) 
的 更 -RRUAR REL, 

我 们 首先 注意 到 定理 28 A 30 AY HEA JE AR OR BY PA 
oC) RIM. ATERS EA AA AERE pr) 
JAAR A EL BY: P 必须 满足 不 等 式 Ap <0, 

Ww Re Liu) 之 0 的 任何 非常 数 解 ， 而 MO) 定义 如 前 ， 
从 最 大 值 原 理 可 推出 在 任何 区 间 上 M(x ) 都 不 能 是 常数 ,事实 上 ， 
在 任何 区 间 上 MO) 不 能 有 一 个 内 部 最 大 值 ， 而 且 ，。 它 不 能 有 局 
部 最 大 值 ,所 以 至 多 只 能 有 一 个 最 小 值 . Alb, MC) 可 以 先 减 后 
增 ,或 者 一 直 增加 ,或 者 一 直 减 少 . 

假设 我 们 能 够 找到 一 个 辅助 通 数 OC) 使 得 L[g] <0, 而 
且 , 假 设 对 于 R <r < Rs,M(r) 和 dr) 都 增加 或 者 部 减少 .对 
Ran Sr inc RR 定义 函数 


py LMC) — oC MC) 
P0) er) = bn) 
MC) 一 MO 


2 r 
COET O © 


并 注意 列 
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PODS Mrs p) = MG). 
其 而 我 们 得 到 

wp sd H r= r= n it 
并 且 

Lla-@] 20 EDH, 
最 后 那个 不 等 式 依赖 于 (5) 中 g(x) 的 系数 非 负 的 事实 ;也 就 是 涪 ， 
它 依赖 于 假设 : M 和 风 或 者 同 为 ORR AM OR 
数 . 
把 最 大 值 原理 用 于 函数 zx 一 9; 给 出 当 ncr an Was 

9; 因 此 


Min) <9), rr Ltn 
MARY a = 9 时 等 号 成 立 。 也 可 以 把 这 说 成 M(r) E oi 
ERR. 能 不 能 应 用 这 样 的 结果 取决 于 能 省 找到 满足 LL$] <0 
的 增 函数 oC), 类似 地 ,我 们 必须 能 找到 满足 同样 不 等 式 的 一 个 
减 函数 . 
现在 我 们 展示 一 种 寻求 这 种 函数 的 方法 . RAK a(r) 和 
chr) 使 得 当 RSP SR 


当 工 是 一 致 椭圆 型 的 ,而 ais, bi i= 1,2,0 tan 在 DD 中 一 致 
有 界 时 ,总 能 找到 这 种 函数 . 
ELMAR 
b= f eye 
和 减 函数 
or) 一 eli dss 
其 中 。 和 5 是 待定 常数 .。 容易 证 明 pe Me ME Lig] <0, 


*“]57 ， 


HES TRASH 
Libr] — (= mE) by (May - Si ay S46 
Tt O FF SiTi 


Sarr 
+ Die je. 
ae 


Hier) EM: ban = Cer Ur bi, 以 及 6, > 0 BET 
KEN Lids] <0, RUA Lig- <0, 

WR Lit Laplace 算 子 ， 我 们 可 选取 (r) = ekr) = 2-1, 
并 且 丙 个 溺 数 4 在 二 维 情形 化 为 1 和 log > HREAG E n 
{O(n > 3) 化 为 1 MO ?的 线性 组 合 . 

SEEAARS SABRE - 族 同 心 球面 也 可 进一步 扒 广 
Hadamard 的 结果 ， 设 fas t tto xr) 是 一 个 二 次 连续 可 微 妇 
数 ， 在 区 成 忆 中 其 梯度 恒 不 为 零 . 我 们 假设 当 aoo 时 单 
参数 方程 族 

So: Ka) =e 
表示 位 于 DD 中 的 一 族 《# 一 1) ADEA. 此 外 ， 我 们 假设 对 
应 十 较 大 的 ? 值 的 曙 而 把 较 小 值 的 曲直 包 赎 在 自己 的 内 部 ， 例 
如 ,将 
fe) = Gib ahh ob as 
则 S, 就 是 半径 为 ? 的 球面 . 
没 x(z) 满足 不 等 式 

L[u] > 0, 

其 中 工 是 由 (42 给 出 的 算 子 - 我 们 定义 


MCo) = narco ula), 


和 前 面 - - 样 ， 我 们 发 现 M《p) 不 能 有 局 部 最 大 值 并 且 至 多 有 一 个 
最 小 值 . SUES RADDA do) A do) TERE Lip] 
SOFA +. 6 OAT -E e KR. TE, 在 M(p) 
SM MAS REA be HPS 在 M(p) 减少 的 区 间 上 它 是 b- 
OCU BRK. 
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计算 表明 


LISI = oto) So ay E L + PLII, 


Fa Ôr 
现在 定义 函数 &(p) A de) 使 得 当 Kx) ~ ot 
aoa —— H o < a), 


AF LA — BPE REBT REIRE] d, 和 4d,， 于 是 , 带 有 任意 
常数 a 种 6 的 增 函 数 


ZORA 
FRR 


fdar 


ZOR ds 


满足 要 求 的 条 件 . 在 fx) = Git aiko +)? RA 
BE ale) 一 cp)josa(p) = cko) o, 我们 重新 得 到 三 球面 
定理 . 
P. 设 工 一 和 是 平面 上 的 Lapac 算 子 ,选取 上 为 函数 
Kasy) 一 《om + By), a> B>o, 
TEER S, 形成 了 图 27 PN. Te HA 
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Af. 08 CP + 9) 
[gradi]? Lots? + py Lax? + py]? 


因此 可 取 
=! afpy-t 
ae) oe? ate) tet 
求 出 多 + 和 由- 发 达 式 中 的 积分 ,得 到 
be) 一 一 bp) = mp, 
这 样 一 米 ,如 果 M(p) 是 增 函数 , 它 就 是 一 c 21 的 凸 函数 , 即 
M(p) 满足 不 等 式 
M N [ (B-08 Pome +M 2 (ene — 8-2/8 7 
Mp) < Me ee 
P ZPE pr 
E W= MM ERALRNAA Ee LE-TARES SANA 
FE LAURA AS PERE. TASS FR 
the 
例 . 设 工 一 合并 选 了 为 函数 


Lb y? 
Key) = Liaty, y>o, 
2y 


在 上 半 平 面 中 了 为 正 , 当 P 为 常数 时 曲线 忒 xy) 一 2 是 图 28 


图 28 
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中 所 示 的 图 局 ， 对 应 于 较 大 的 值 的 圆周 包围 (PR AOL. 
Mls 6 < oo NERAK 了 一 2 充满 了 上 半 平 丙 y> 0, Ib te 
Has 


do) = tog thi 


sem, 


计算 表明 Ad 一 0， 因 为 少 调 和 ， 计 是 无 论 M(p) 是 增 还 是 减 区 
数 , 它 都 是 由 的 凸 丽 数 ,并 且 对 上 半 平 面 中 的 任何 下 调和 函数 我 们 
有 
M(p) < MC )LoCe) — po)] + Medd) — Keyl ， 
Ho) — ber) 
Ase sen 
如 果 让 x) <0, B= aa TE SS 
(L+ Ayal 20 

的 函数 上 去 ， 在 所 有 的 公式 中 我 们 只 要 用 函数 

N(e) = max( MCp),0) 


代替 MCp) 即 可 . 
三 项 周 定理 的 一 个 不 同 的 推广 已 由 E. M. Landis [2，3] 给 


习 a 
LAURE «TERR 1< > < 2 pE HE 
n1,8) = cos, 2,0) = 30080, USA S27, 

wor «(2 0) k FA 

24Bi oye) 在 整个 三 维 空 四 中 是 下 1 
vit ato + co 时 #0, #(0,0,0) 一 0， 斌 
MEGA BTV) OE BSE ECU 0 0 FFE OCH ELF, 

BAAR (er + By? + ret) 是 ce 
HAUT VARIA RC IRR EAN Bo WE Me) dt o TR 

AGRI aleasa) 当 * > OE PIM Lae, WATE 
的 单 参数 球面 族 得 出 三 球 理 定理 。 
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第 十 三 节 ”调和 函数 的 导数 


WR z(x,y) 是 局 中 的 调和 图 数 ,于 是 它 的 每 一 个 导数 也 是 调 
ARAROA WEERA HRE, 

CRU Cosy) 为 中 心 ”为 半径 的 圆周 ,在 第 一 节 中 我 们 
看 到 对 任何 调和 函数 平均 值 定 理 成 立 : 


1 1 ff 
ulta 9) -二 uds = Ea] urdð. 


Zardo 


A r WFR vB 0 PE ERR RE: 


f Hasyoar = E| È" undead 
站 Qalo te 


或 


anr) = (nd, a) 


RAK RW SED PN Cosy) BHM R AE BORARKAN 
部 ， 等 式 (1) 是 “面积 平均 值 定理 ”的 一 个 表述 ， 这 个 定理 断言 : 


因为 等 式 (1) 对 任何 调和 函数 成 立 ,又 因 64/68x 仍然 是 调和 
RRM ARNA 
Plon) 1 ff St ja, 


Bx aR’. lk Ox 
AEAT M ARE EERE 
Buea) 一 af" ula + Rcos8,y + R sin OR cosOa, 
ar ZR So 


2) 

NE u EDAR OD 上 满足 不 等 式 
mausM, B) 
于 是 ,由 最 大 值 诛 碍 知 ,同一 不 等 式 在 刀 中 处 处 成 立 ， 若 “ 是 任何 
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RR, AR «WAL, 十 c 就 图 谓 和 函数 ， 反 (27 应 用 于 两 数 e- 
LOM + m) 


Bul soso) LP [a 一 二 CHM m)| R cos6d0, 
Ox mR'to 2 i 


AURIA it 


RERDEAT LIARA” HORA. MER 


内 为 我 们 用 坐标 的 旋转 可 使 任何 方向 成 为 x 方向 《或 进行 类 似 的 
论证 》, 于 基 我 们 就 得 到 了 任何 方向 上 方向 导数 的 估计 . ER 
们 可 把 方 高 取 从 和 # 的 梯度 重合 ， 因此， 车 * EDR bite 
(3), i] 


land aay)! aed , (4) 


Ho 2 EEM Cey) SEASON IMA. 已 就 是 说 ， 
d REA Coy) 为 中 心 整个 位 于 也 由 的 最 大 哆 城 的 平公 .因为 存在 
HCA) ASS AR SAU TEAR, PIE ARINC 4 EL ALARA Bate 
SATO AAP BE 


n-e oo 6) 


EB CEASE K: oh ty <1 中 调和 ,在 原点 有 
Hl, 一 2 
Oy . 
罗 一 方面 , 当 (*,y) 趋 村 KK 的 边民 上 兴 部 分 时 
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1 


bo oy 
2 


VM Gy) BP KAA SMS HT 


1 
u—> 一 一 了 
2 


所 以 对 一 各 一 zx; 因而 (4) 的 有 端 有 值 2 
4 Gry) T OD 时 ,因为 总 4 趋 于 零 ， 估 计 《4) 释 坏 了 ， 当 
Cay EF OK 时 调和 函数 (5) 的 梯度 的 性 态 与 1/4 相 象 ,所 以 (4) 
的 分 母 不 能 省 一 个 比 该 点 到 边界 阳 离 4 赵 于 到 更 慢 的 量 来 代 奉 . 
调和 车 数 (5) 有 不 连续 的 边 值 ,似乎 可 以 用 它 来 论证 是 这 些 问 
其 产生 了 当 Gay) 趋 于 边界 时 |gradx| 的 增长 ， 可 是 函数 
ta pe ayy yet 
u= ylog Ge — 1Y + p] + 201 — rjg {os 
AEA IIR K PAHARU, PAT gradu 在 天 中 无 界 。 简 
TARR BUY Gy) > (1,0) 时 |gradu| 的 性 态 象 
Jog [Cx —1¥ + yli. 
Line SA SRS FO eT PEER, BE, 
Alco, 分 别 表示 (> 一 1) RI HEA ERA A, HEMERT 
ETIR D CU TAP BRP © GU GAR BT RBIS SS 


seul aala aa. o 
Id sy) GMBH (Mm) (8) 


ik 下 

mac EDL, 
tke Gay eco a) S OD 的 最 小 距离 。 不 等 式 (4) 和 (60) 对 辕 
MARAA, AIA TAMAR E SIAM. 

Bl, O AARU PH x 一 Cè + y) 1 EA pEi 
ARLHS TS At, EAA Beh « AEREA uE OK 上 
的 们 为 界 . 

G) 1 
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Geet =e) ue ,ee 
fief ‘log (1/e) | Arsen 


log(1/r) 
Dee) PON 


u 


当 0<s 所 六 和 Or AMBRE ocas i (314log2)， 可 


是 在 + 一。 处 

lgradul = l/lelog (1/e)], 
Wies BIGE SIA AAGE AE Le, A JES VIMY © BEE Ade 
天 ,所 区 ， 一 个 有 界 上 调和 函数 在 离开 边界 任意 逊 处 可 以 有 任意 
大 的 梯度 ， 对 于 下 调和 通 数 ,用 通 数 2 一 « 就 得 出 间 样 的 结论 . 

消 状 为 (6) 的 估计 有 很 多 应 用 。 作 为 例子 ,我 们 得 到 调和 函数 
SAWS Liouville 定理 : 如 果 * 对 所 有 x 一 (ay xy tara) 调 
和 ,并 且 太 上 上、 下 界 , 则 * A HERTA, REEF F 
4 一 0 ， 就 得 到 梯度 必 为 零 的 结论 ， 如 第 十 二 节 中 所 见 , 在 二 维 
情形 ,假设 * 下 调和 且 有 有 上 答对 得 出 * 为 常数 的 结论 就 足够 了 - 
但 是 第 155 页 哇 注 (iv) 中 给 出 的 例子 表明 在 三 维 情形 同 -- 定 理 对 
下 请 和 冰 数 不 成 立 ， 在 岗 继 情形 艺 构 造 类 似 的 例子 . 

一 般 的 二 阶 椭 贺 型 方程 解 的 一 阶 导数 满足 和 (6》 有 相同 特性 
的 不 等 式 ， 为 建立 这 些 估计 所 需要 的 技巧 并 不 初等 ， 因 为 平均 值 
定理 不 能 用 了 ， 而 且 … 般 说 来 痢 圆 型 方 简 解 的 导数 不 身 不 再 是 问 
HAUT. 对 这 一 课题 的 寺 论 可 见 Bers, Join 和 Schechter 
[i, pp. 231—237] 或 Miranda [3, pp. 113 一 126 和 pp. 135 一 
1371, 

得 到 一 阶 导 数 界 的 方法 适用 于 求 得 任意 阶 导 数 的 多 ， 我 们 对 
SET MATARO Bp FARRA. 

因为 当 * 是 再 和 函数 时 8x/8y 也 如 此 ?表示 公式 (2) 可 给 出 

Gaur) 工人 和 Bulan + roost, yo + rsing) 
Ordy str? Jo ôy 
Her RSA PU AR” 从 9 到 R 求 积分 ,注意 * 一 +cos9, 我 
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rcosôdð, 


们 得 到 


1 ppi Fitted (Bu parao 
3 ary hh * By 


一 fj wu drdy. 


t-r Hyd a? Oy 

把 散 度 定理 用 于 最 后 一 个 积分 可 得 
Sultry). L +" Rusin OcosGa0 

No 


BxOy xzR' 
一 | usin 2049 
在 半径 为 尽 的 圆周 中 心 《x,yo》 处 类似 可 得 
fee) = -2 = al ucos 2040. 


如 果 * 在 区 域 s 中 调和 并 在 38 上 满足 m< u< M ,在 (xm yp) 处 
对 任何 二 阶 导数 (用 Du 表示 ;我们 得 到 估计 


[Deh < 4(M — m) 
ad’ 


Rai Cey) 到 边界 集 63 任何 点 距离 的 最 小 值 ， 当 (%,y6》 
趋 于 边界 时 ， 我 们 看 到 调和 函数 的 二 阶 导数 的 界 和 2? 一 样 地 趋 
PLES. 更 一般 地 ,对 调和 函数 的 不 阶 偏 导 数 有 乏 点 估计 
[Diu] < Aam , 
dt 
其 中 4 是 从 依赖 于 和 自 变量 个 数 # 的 一 个 常数 。 


> 


习 a 
LERE Ce) 在 D: [el <i, | 于 < 中 调和 , 当 | 于 一 1 AE 
u= jet el = 工时 有 过 值 = [ol 求 在 二， 二) 处 anor 的 上 ,下 
a. 


2. 假 设 在 D; |x| <1, |y] <1 中 aww = 0, WYE aD 上 * =1， 
求 在 C0,0) 处 e/s 的 上 :下 界 . 


EGK 


.假设 x,y) RAR D: e + <1 中 调和 。 求 出 使 得 
Ow( PY je At —m) 
ae Ea 


RAUR BEms u SMEDER MA 是 P 到 OD 的 距离 . 


第 十 四 节 ”导数 的 边界 估计 


在 上 节 中 我 们 得 到 了 区 域 DD 中 一 点 处 调和 函数 梯度 的 界 ， 它 
是 用 函数 在 边界 OD 上 的 最 大 值 和 最 小 值 以 及 该 点 到 边界 的 距离 
表 出 的 ， 在 本 节 中 我 们 要 导出 通过 边 什 的 导数 表示 的 调和 函数 梯 
度 的 一 致 估计 . 

我 们 来 证 以 下 有 用 的 引 理 . 

SUB. 如果 调和 , 则 wv* 下 调和 。 

TA. BRT ANBAR: 


ACA) = Dede +2 (uy 
i=l m7 


s oy 
=2 (4) =o, 
as 


WR u 是 调和 的 , 它 的 等 个 导数 64/9x;, i 1,2,-¢+ 505 th 
如 此 - 从 上 述 引 理 可 得 〈Bx/8x,) 下 调和 ， 因 为 下 调和 函数 的 和 
仍 下 调和 ,我 们 发 现 

[gradu |? 一 Da) 

也 是 下 调和 函数 . 我 们 要 把 最 大 值 原 理 用 于 |gradx| ”以 得 出 调 
PER SRA. 

首先 考虑 估计 两 个 变量 的 调和 函数 的 一 阶 导数 的 问题 ， 假 设 
x,y) 在 有 界 平面 区 域 了 中 是 

Au = 0 


的 解 ,并 且 
u= gry) 在 6D 上 。 
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我 们 希望 得 到 Be/6m 在 边界 上 一 点 了 的 界 . 可 是 ， 前 节 中 我 们 
给 出 了 一 个 具有 连续 边 信 但 其 梯度 在 边 界 上 变 成 无 穷 的 调和 另 数 
的 例子 ， 所 以 我 们 知道 至 少 函 数 g 必须 有 某 种 程度 的 光 消 性 .我 
们 将 设 8 HEBER DLOD 上 的 二 次 连续 可 微 函 数 g(x,y)。 于 
是 8 的 A 在 DU8D 上 有 界 , 即 存在 数 A> 0, 使 得 
Isgl 所 4 EDH, 

Lh, MOM MARIA ERIE RR. Ree EE 
对 6D 上 每 点 P 可 以 画 一 个 通过 P 点 半径 为 ? RAR, FER 
周 的 内 部 完全 在 马 的 外 部 。 RERE, PA, DD 不 能 有 如 图 29 所 
BMA. 

EE OD 上 一 点 POs y), EEA P 的 通过 P 点 其 内 部 
天 ,全 在 口外 的 圆周 ， 假 设 刀 有 界 ， 所 以 它 包 含 在 与 玉 , 同心 的 半 
T RAER Ke 之 中 (图 30)。 为 方便 入 。 取 天。 的 中 心 为 极 尝 标 

1 2 2) low Cr 14 gt 
z(x,y) = gr,y) -4af — p ) 一 r+ eh 


= L 2 p go) ay p 
z(x,y) Key) +2 ace AT Peel, 
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简单 的 计算 表明 
Az, >0 EDH 
aSg EEDE 


Anso 在 D 中 

mee 在 ODL. 
WE 

C09 ¥0) 一 2a tos ye) = gCos Yo). 

所 以 ,把 定理 7 PRAHA TOR a — u Ma -- a gh 
给 出 了 在 Plone) 点 的 界 

Ba Ou < Oy 

an ` ôn Gn 


或 
og _ yg Rome! = 2o'log (Rio) < Ou 
on Aplog(R/p) an 
< 88 4 4 Rix e' = 2plog(R/p) 4) 
én 4plog (R/p) ` ` 
根据 收 设 ,对 8D 的 每 一 点 我 们 可 选 同 样 的 常数 2 和 R。 所 以 不 
等 式 (1) 对 所 有 的 边界 点 有 效 ， 


现在 注意 由 于 在 6D hag, « 和 & 的 切 向 导数 在 每 个 边 
界 点 上 都 一 致 。 所 以 在 OD 上 每 一 点 P,|grad(x 一 g)| 正 好 就 是 
1(8/8n)(xu 一 g)|。 我 们 从 (1) 得 到 在 OD 上 

Rè — p — 2p'log(R/p) 
[grada] < |gradg| + 4 Saati) . 

因为 在 本 节 开 始 的 引 理 中 已 经 证 明 [grade |? 下 调和 ,在 DU8D 
上 1gradz| 的 最 大 值 必 在 边界 上 达到 ， 所 以 ， 对 DD 中 任何 点 (x，、 
DRITE 
[eradu(x,y)} < max |gradg | +sup| Ag) Re 2e log (Rio) = PeR e . 

对 三 个 或 揭 多 变量 的 调和 函数 容易 得 到 类 似 的 界 ， 如 果 忆 有 
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F, 并 且 ƏD 足够 光滑 使 得 通过 8D 的 每 一 点 可 构造 通过 点 了 的 
半径 为 * 的 球 ,其 内 部 位 于 DD 之 外 ,那么 可 以 应 用 如 二 维 情形 中 同 
样 的 论证 ， 如 果 = EERO BES z 和 % 是 


a(x) = ee) ~ Ale — NEZE r + a], 
a(x) = ex) + 4 gje- yea — P+ el. 


在 DD 的 任何 点 上 [gradu] 的 界 是 
lgradu(x)| < max|gradg| + sup| Agl 
2 n—2)(R— 6) _ 
x il aa 一 CO } @ 
区 域 D 的 直径 是 DD 中 任何 两 点 间距 离 的 最 小 上 界 。 如果 z 表 
示 刀 的 真 径 ， 那 么 ， 只 要 每 个 边界 点 都 有 通过 它 的 适当 类 型 的 半 
径 为 2 的 球 ,我 们 就 可 选取 R 一 4 + p。 特 别 , 如 果品 是 凸 的 ,我 
HIRES © — co 得 到 对 任何 维 数 都 有 效 的 估计 


lgradu| < max|gradg| + 4 sup |Ag|. 
BS if 


A FA A A ERT HEE C2 ae. 
事实 上 ， 若 应 用 逼近 定理 13, 则 对 带 有 混合 边界 条 件 的 边 值 问题 
的 解 ,我 们 有 估计 a(x) < ule) 所 s(x)， 如 果 除 定理 13 所 需 
要 的 不 等 式 外 ,还 有 2x) = a) = zx), Hh x E OD 上 
给 定 4 值 本 身 的 当 界 部 分 的 一 点 ,那么 ,在 点 % 显然 有 

Dri < Ou < az 
ôn ôn ên 
因为 在 z 切身 导数 已 知 ,我 们 在 这 点 就 得 到 了 1gradx| 的 界 ， 
因为 一 般 椭圆 型 方程 解 的 梯度 ,一般 说 来 ,并 不 满足 一 个 椭圆 
型 微分 不 等 式 ， 所 以 我 们 不 能 通过 管 单 地 用 一 下 最 大 值 原理 来 得 
到 内 点 上 梯度 的 界 。 在 形 决 为 


Liu] = alesy) 24 at 2b Ce) Sp + eo) Fs 一 0 
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的 二 维 精 贺 型 方程 的 情形 ,最 后 这 个 命题 出 现 了 例外 。 着 a,5 和 
< 具有 一 阶 连续 导数 ， 则 容易 看 出 Bu/8x 满足 一 个 衫 加 型 方程. 
id v = 3w18x, 只 需 微分 上 面 的 方程 就 得 到 


ay A 
a? 4 15 eg, Oy, Da Oy 4 1 Ob Bi 
er Br0y “67 Ox Or Oe Oy 
Be Fe 
Br Oy 


MEADE Llu] 一 0 BH Fuy Ri 


Lier + (2 s a) ðv +(2- b ae) 0. 
Br ¢ Br/ Ox Gre Ox / Oy 


Æ 


因此 ，* 一 8x/8x 满足 最 大 全 和 原理。 我 们 能 够 类 似 地 证 明 Ou! 
Oy 也 满足 最 大 值 原理 ， 所 以 8x/8x 和 Ou/dy 都 可 用 边界 上 
|gradx| 来 估计 


习 题 

1. 恨 设 ley) CEDH D: |z| <1，|y| < 1 中 调和 , 当 | 中 一 1 对 
AWE e= [ef Mle] 一 1 时 有 边 值 "一 1?|， 求 Guf3x 在 (一 4.0) 的 二 
TH. ` 

2 .很 设 " 在 阅 域 D: + < 1 中 请 和 , AHE 0) = em, UO 
<r, R nàr 在 C1,0) 点 的 办 

3 .假设 u(x,y) 满足 彬 贺 列 微分 方程 ， 证 明 e 满足 有 相同 主 部 的 椭 贺 
型 微分 不 等 式 - 


第 十 五 节 ”导数 估计 的 应 用 


在 第 十 一 节 中 我 们 讨论 了 由 两 个 完全 导体 所 围 的 区 域 中 的 电 
势 差 正好 保持 一 个 单位 时 在 该 区 域 中 的 静电 势 ， 这 个 势 函 数 * E 
在 一 个 导体 上 边 值 为 1 而 在 另 一 个 导体 上 边 值 为 0 的 调和 函数 ， 
假设 在 导体 间 的 某 点 P 上 放 了 一 个 单位 电荷 .于 是 作用 在 这 个 单 
位 电荷 上 力 的 分 量 就 由 势 函 数 “ 的 一 阶 导 数 给 出 。 这 个 力 向 量 的 


«ie 


大 小 正好 是 lgradz|, 它 可 以 用 第 十 三 和 十 四 节 的 方法 米 司 计 。 Bl 
如 ,第 十 三 节 对 调和 函数 的 不 等 式 (6) 说 有 


radu Bo (yp — m) = 3 Mm) 
lar CP) < 3 (M = m) a, 
可 以 被 用 于 M = 1, m= 0 PR BIR. RIRE 
gradu P)| <5 ， a) 


共 中 d RMR RAW RS PHEA., 上述 不 等 式 (]) 尽 管 有 用 ， 
P 趋 于 边界 时 就 变 弱 了 ， 在 这 种 情形 下 ， 第 十 四 节 中 用 到 
常 是 有 有 帮助 的 ， 一 个 等 别 的 例子 部 明了 这 种 技巧 。 

假设 忆 是 半径 为 1 的 球面 和 与 
球 同心 的 边 长 为 4 的 立方 体 之 阀 的 
RR CA 31), 选取 球 心 为 坐标 愿 
点 。 if «ey, 2) 是 在 球面 上 取 值 
为 1 而 在 立方 体 友 面 工 取信 为 0 的 
一 全 泣 和 于 数 , 茂 们 希望 估计 | era 
dul. 

RERARMEEA Sul, 
我 们 看 到 调和 函数 2 一 x 一 «在 DD 
的 边界 上 非 负 ， 所 以 最 大 值 愿 理 在 


Des ASR 
0<u<2—x, 
由 定理 7 我 们 还 发 现在 立方 体 的 侧面 x 一 2 上 


-1<% <0, 
ar 


因为 在 那里 Ou/Oy 一 6x/8z 一 0， 所 以 在 立方 体 的 这 个 面 上 
gradaj <1. NAAK 2 十 x 一 x，2 土 Y 一 tx 和 2 土 z 一 4+ 我 
们 可 同样 求 得 


jgradw| <1 
在 立方 体 所 有 的 面 上 成 立 。 
“92 


， ”为 了 得 到 w 在 球面 边界 上 梯度 的 办 ， 我 们 注意 到 调和 函数 
abl — 20+ y+)” EDI LARA. 因此 ,由 定理 6 
SUE D tp 
ltt pt ey’ica<l, 
并 且 由 定理 ? MERE ty tel 上 
Ou 
ose <2. 

ERS MLIAPMES BROKE DINU AE RIIRG 

{grade | <2, (2) 
AE » A eh eA A RS SR HOERA RD pe. EE 
个 估计 直到 边界 都 有 效 ， 所 以 当 卫 靠近 边界 时 它 比 不 等 式 O) 要 
好 ,但 是 对 于 远离 边界 的 点 ,(2) 就 是 比 (1) 弱 的 不 等 式 . 

在 与 流体 的 流动 有 关 的 问题 中 调和 困 数 导数 估计 是 很 重 坚 
的 . 在 某 种 理想 的 条 件 下 ， 不 可 压缩 流体 的 运动 由 一 个 势 丽 数 决 
定 , 这 个 函数 满足 Laplace 方程 并 有 以 下 性 质 :” 它 的 一 阶 导 数 广 
TRUER DH. 如 果 e ERPE IDERA NORA 
率 ) 就 由 |gradx| 给 出 。 因为 | grade |? 下 调和 ,我 们 能 够 利用 报 
大 值 原理 亲 得 到 关于 运动 的 信息 .特别 地 、 我 们 考虑 一 个 物体 穿 
过 理想 流体 的 二 维 运 动 (在 适当 的 条 件 下 ,可 以 认为 空气 和 水 是 埋 
想 流 体 )。 用 坐标 变换 可 得 出 一 个 等 价 的 只 题 , 即 运动 的 流体 绕 过 
藤 止 物体 ( 称 为 靡 三) 的 问题 (图 32)。 BARE PEL 


图 32 
的 整个 平面 上 ， 它 的 表面 就 是 这 个 流体 流 场 的 边界 。 在 空间 每 点 
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流动 的 速率 由 |gradu | 给 出 , 并 且 最 大 值 原理 给 出 了 重要 的 结论 : 


如 果 和 具有 单 连通 二 维 禹 苓 而 已 的 一 根 长 柱 形 村 在 它 的 端点 被 
提醒 ,那么 在 每 个 模 截 面 上 产生 前 应 力 。 利 用 思平 面 上 的 zY% 
标 可 把 应 力 表 永 为 函数 ，( 称 为 应 方 函数 ) 的 导数 。 我 们 记 
=o 
=m, 
n=, 

Ox 
KO Me RPG MSE, MDB» REA 
的 测量 单位 ) 是 方程 


Ti 


Av 一 一 2 在 DP 中 
以 及 

”一 0 在 8D 上 
的 解 。[ 注 意 函 数 

5 十 二 (十 六 


满足 Laplace 方程 ,并 且 在 D 上 “一 二 Ce Hy), J RIK 


AVAF ei = [grade] 给 出 .因为 By13x 和 6z/8y 调和 ,由 此 
可 得 


AC| grado |?) > 0, 
MA RANUBEDNDA LAS, RRA oe ik BAH 
塑性 区 域 何 时 开始 的 问题 与 最 大 应 力 的 大 小 和 位 置 密切 相关 . 
利用 第 十 四 节 的 方法 ， 我 们 能 够 得 到 最 大 应 力 大 小 的 估计 。 
例如 ,若是 最 大 宽度 为 B 的 四 区 域 ， 则 对 8D 上 的 任何 点 P, 我 


NER a《9) 皇 0，s9) 一 士 刀 一 (8 一 十 5)， 其 中 是 
BA PRU RAR LORE PO 的 长 度 ,于 是 


t 


ol74. 


月 为 不 OD 上 ”一 0， 可 知 它 告 边界 上 的 切 向 导数 为 中 ， 所 以 从 
万 由 
|grady | < B 
我 们 还 能 够 用 最 大 值 原 理 来 求 区 域 形状 和 大 小 的 变化 对 应 力 
的 影响 。 设 DED AVSIM, HR OD MOD, 有 公共 点 并 设 PE 
8D N68D, (WA 33)。 


图 33 


我 们 用 ”和 mm PHRRD MD, OM ABR. 因为 > 和 e 上 
庆 ® 和 ,从 最 大 值 原理 可 得 在 D 中 vz > 0 以 及 在 Di 中 wv > 0. RI 
在 D UD, 中 定义 w =v 一 ws 并 注意 在 OD, kw SO, HED, 

jl Aw = 0, HAED hw > 0. EAP A P) = oP) 一 
OEM 7, 我 们 得 到 结论 
BP) < uP) 
on on 
WEE? 用 于 上 调和 函数 m, 还 有 O0,(P)/On<0, AW» Ao, 
从 ! 团 向 导数 在 点 了 等 于 零 ,在 点 了 我 们 又 得 
[grado | > [grade]. 

们 吕 以 这 样 解 释 这 个 不 等 式 。 AIS OC HA AR 
T) 将 使 单位 长 度 上 产生 给 定 大 小 的 担 曲 所 需 应 力 的 量 租 
减 小 ,我们 知道 细 杆 比 粗 杆 容易 扭曲 ， 所 以 上 述 不 等 式 和 我 们 的 
直 现 是 一 致 的 . 

eI TA EN MESS EM 
中 的 应 力 来 估计 给 定 区 域 上 的 应 力 。 见 Weinberger [1], 
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第 二 六 节 站 线性 算 子 


任 第 一 章 钊 九 节 中 我 们 表明 了 怎样 利用 最 大 值 原理 来 得 到 非 
线性 常 微分 方程 的 和 种 结果 .现在 我 们 过 用 同样 的 方法 得 到 有 关 
FRE RROD TRDE. 

设 F(x yst Pga r, s31) 是 它 的 八 个 变量 的 连续 可 徽 国 数 ， 
我 们 说 两 个 变 景 的 函数 n(x,y) 是 偏 微 分 方程 

(yu Ou Ou Ou Ou Fg ) 
Kasra Bes Be FS ae B= fleas) D 
TXR D NIE, TURE DHEA (x,y) iE 
a Buber) ga Oey) 
ae” ay” 


„= G'ulasy)  _ Palesy) | Pulasy) 


u= ulesy), P 
(2) 


or? $ ardy > * by 
HA FAAS TSA BAR Kry) 
AL 如 果 我 们 选取 
FoQ—pPytteyti, 
它 对 应 的 微分 方程 就 是 
(Bu Y] e au v1 04 ,| 
h-alt De GEN Get ie. © 
AUR PERAE P+ a > 0 的 实数 对 5,9), 当 把 (2) 给 
出 的 信 代 入 时 有 
OF pa, OF ey OF» 
Ge DE at rao (4) 
我 们 就 说 方程 (1) 关 于 特定 函数 x(x,y) 在 t 
R (1) 在 万 的 每 一 点 是 各 加 型 的 ， 我 们 就 说 它 在 区 域 刀 由 是 请 加 
型 的 ， 一 个 非 线性 方程 可 以 对 某 些 孙 数 是 本 加 型 的 ， 但 对 曙 一 些 
函数 则 不 是 ， 例 如 ,对 于 使 |9w/6x| < ! 的 那些 函数 * 方程 (3) 
AMAR, 否则 就 不 是 椭 贺 型 的 。 当 然 , 如果 (1) 是 线性 的 ， 则 
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4) 的 左 端 与 # ARE SANT Meth FE tte) EP 
WHE. 

SUPE RATE a eh, EER eRe 
型 方程 满足 最 大 值 原理 、 假 设 oy) 是 (1) 的 解 , 而 ory) 满 
足 微 分 不 等 式 

( ðw Ow Fw Bw PW) gy 
F x,y, ws ar’ By? Oe? Brdy” NSK ay). 
MER 
wey) = lesy) 一 Cr 
FRE RGR, BIDESRA Sat 
Psst tes ty other yey tyy ) 
Fxg 9 ty tes Wy Wers ays ty) ZO, 
把 多 元 微 积分 的 中 位 定 信用 于 上 向 丰 等 式 的 左 端 ,其 结果 是 : 
OF\ Oy OF. Ov OF, v 
(G bat (a h aey * E Ay 
OF\ Ov OF\ Ov oF 5 és 
二 (证 (全 各 二 (各 > 6) 
其 中 下 标 “0” 表 示 导 数 是 在 变 元 《*,y,wwsPos gos Tos my to) 处 计算 
的 ,而 

ty = wu w), Pa = wet us — wr) 

go = wy + Hy — hy) ro = wer + Oss — wrr)y 

sa wey HO they — Wey da = yy FO yy — wys)» 

Ht @ —OGz,y) 在 每 点 (x,y) 是 0 和 1 之 间 的 某 数 . 

ADE Cr, y)， 我 们 假设 F 对 所 有 形状 为 gw 十 (1 一 
Oe, 00 << 1 的 函数 痢 是 椭圆 型 的 ， 那 么 (5) 是 函数 2 的 一 个 
AOA ASR. RITA 6 来 得 到 结论 如 果 
2 不 是 常数 并 是 


OF 
Bu jo 


则 。 不 能 在 吃 的 任何 点 上 有 非 负 最 大 入， 这 个 最 大 值 原型 立即 给 
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<0, 


嵌 如 下 的 逼近 定理 。 
EHS. H 《x,y) 是 
FC xs yaotaotostarxaguystyy) = f(xy) EDH, 
w=g 在 6D 上 
的 一 个 解 。 设 > MZHERSA 
F(x,ysZsZssZysZsrsZsysZyy) & {Cesy) 
PCr ys sty ry yy) WDP (6) 
和 
alesy) Sey) SZCr,y) OD E. 
我 们 假设 对 每 个 使 (<0 1 的 常数 9, MR FEDEXT «+ 
9(z 一 #) W ut 6(Z u) ERARD, PREDE 6F /Bx 二 
0。 那 么 我 们 有 
z(x,y) S (rsy) < Z(xsy) ADH, 
在 应 用 定理 31 时 , 当 试 图 建立 PF 对 所 要 求 的 函数 类 9z + (1 
一 Ou HMMA BRIT A, AOR BRA. 然 
而 ,有 些 情 形 下 能 够 消除 这 个 困难 .我 们 给 出 几 个 例子 . 
假设 工 是 三 维 空间 卢 的 简单 闵 曲线 ， 它 与 z 方 向 的 每 条 直线 
至 多 相交 一 次 , HACE ? 平面 上 的 投影 是 凸 的 . 可 以 证 明 存 
在 网 在 这 条 空间 曲线 工 上 的 面积 最 小 的 曲面 ， 这 个 曲面 的 方程 是 
z 一 地 zy) 且 满足 非 线性 方程 
Ch tse — Qty + Cb wey, = 0, (7) 


F=(1 + g) —2p9 + + pr = 0. 

MADRE) ER 

Fg + Bq + Fy = 1 + 9) — paëa + (+ pe? 

=P +a t+ (GE — Pay > 0, (8) 

所 以 当 Boba > 0 时 (4) 成 立 。 AR I ek E 
型 的 。 

内 为 任何 常数 满足 (7)， 于 是 令 = MZ ARUHE ER 31 
WFR MSE, 注 党 到 8F/8x = 0, 我 们 和 出 任何 极 小 曲面 


EE 


必 在 边界 上 过 到 其 最 大 信和 最 小 值 ， 即 极 小 由 面 不 能 有 生育 的 吓 
澡 部 ,如 果 曲 面 身 积 要 尽 可 能 的 小 ,这 在 和 直观 上 是 很 显然 的 一 个 结 
W. 

央 为 任何 线性 函数 也 是 (7) 的 解 , 所 以 我 们 发 现 极 小 曲面 必定 
整 人 地 位 于 在 其 边界 曲线 工 下方 的 任何 平面 之 上 ， 类 似 ， 它 也 必 
定 整 个 地 在 任何 位 于 工 上 方 的 平 而 之 下 ， 即 SBMA ATE 
交 的 任何 平面 必定 也 和 它 的 边界 相交 . 

长 期 以 交 ， 极 小 曲面 方程 和 它 的 解 曾 被 广泛 地 研究 过 ， 有 关 
由 最 大 全 原理 而 得 的 性 质 可 参阅 Rernstein [1], Bers [2], Finn 
[1], Nitsche [1], Serin [73 以 及 这 些 论文 中 列 测 的 参考 文献 。 

作 关 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 


Sua {Ou Y . 
geo (Sa) Kes). (9) 


这 个 方程 是 Monge-Ampere 方程 〈 它 是 许多 微分 几何 问题 中 提出 
的 一 类 方程 ) 的 一 个 特殊 情形 ， 利用 让 (4) 给 出 的 酉 圆 性 判别 准 
周 ,我 们 得 到 

18 — 2sky born? > 0, 
因而 每 当 ri AER ORAC DROED AE 
ORI. RRR 

Kry) >00 EDH, 
THEM DP AAT REC) ERR, ORTER u 十 
Oa 一 u) 的 椭圆 性 往往 是 困难 的 。 BEAN, AR 


1 1 3 1 
Z= toth =a (10) 


TEAR K: ety cl 中 都 满足 方程 
Beu (Oey an, 
ae Oy “8x6y 
JFE z 和 Z 在 OK 上 都 有 边 值 1t。 因 此 ,我 们 看 到 Monge-Ampere 
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方程 的 Dirichlet 问题 没有 唯一 解 ?， 而 且 当 * = 2 时 破坏 了 定理 
31, 尽管 方程 关于 z 和 Z BRAWN, 但 是 因为 它 关 于 二 Cet 
Z) REAK, PUA EERE. 
作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 考虑 方程 
[pk gradh |) — Hilder 十 Ube hey 
+ [eC lgradé |) — dilh, = 9, a1) 
这 是 在 研究 可 讨 缩 流体 的 流动 时 提出 的 方程 。 流动 速 度 的 * 和? 
1 
(2a, =>) (12) 


给 出 ， 在 任何 点 的 速率 2 是 lgradgp [fpe。 我 们 假设 让 力 p iet E 
Pe 的 已 知 函 数 ， 于 是 & 等 于 exdtyap, 了 Bermoulli RAA |gradh|? 


= 28 ("2 2 io 解 出 p， 它 就 表示 成 了 jedo) (OM. HB 
le P do 


数 m 由 在 无 穷 远 处 规定 的 条 件 确定 ， 因 为 


eo 1 dp e 1 dp ap 
alae) {26 an do} = 4o E dg —2 ae 
(ade) edo e p do ?a 


` 
= 2 g E), 
\ 


AM g < ap/dp 我 们 解 出 Bernoulli 关系 式 使 P 成 为 1gradz| 的 
单 值 函数 .这 样 , 当 g 小 到 足以 使 P <dp/ do 成 立 ,函数 al |gradh|) 
就 有 定义 。 可 以 证 明 局 部 声速 是 W dp/ap. 因此 ,使 P< dpjdp 
的 流动 称 为 亚 音速 的 ， 回忆 [gradb| = P 和 PC[sradpl) 
一 edpjap， 可 把 不 等 式 P < dp/do 改写 成 形式 

\gradp|* < p{|gradb |). (13) 


J Mougs-Aopere H AC — Y H Ar t Aat At t 
d, ED RIAA Dirichlet [AELA RAA. 
见 Coureat 和 Hilbert [ly pe 3241. 
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BERE (12) 与 p = 常数 的 直线 ( 称 为 流动 的 说 线 ? 相 切 。 
函数 b= ey) MAR. 单位 时 间 内 在 两 条 流 线 由 一“ 
Ap = b 之 间 流 过 的 质量 是 5 a, 

我 们 看 到 

LC [grad |) — 45E + 2h.h,8q + [pl [gradh|) — di ln 

= [aCi grad |) — [grade |?1(2 +a) + Cbs + dy) 
D> LaC| grade |) — [grade PICE + 97), 
PRA» C13) IFO R TEREE E A. 

现在 ,我 们 把 最 大 值 原理 用 于 方程 (11), 随 之 给 出 它 的 一 个 应 
H. 著 虑 出 两 个 出 壁 夹 住 的 匹 穷 长 通道 中 的 亚 音速 流动 ， 在 堪 右 
PRIS RP SRE BY 上 x| 充分 大 时 PAR RE © 轴 平 行 
的 直线 COR 34)。 拒 总 的 质量 流量 称 为 4, 流 函数 是 p, ETE 
上 选 由 一 0， EEEL PHA. 我们 假设 当 * > 士 co 时 流动 变 
越 均匀 的 水 平流 动 。 更 转 别 地 ,如 图 34 所 未 ， 把 瑟 的 直线 部 分 的 
方程 记 作 y= my 一 m1 二 如，y 一 名， 并 假设 对 ? 一 致 地 
有 


im WC, y) = ALE, im bey) ADA, (14) 
one ote b,— hy 


oa 一 a 


Fra ee y= 
o 
aan ~ yeh, 
r>a 一 : — 
图 34 


我 们 看 到 方程 (11) 去 端的 琢 达 式 关 于 风 的 二 阶 导数 是 线性 
的 .这 类 方程 称 为 拟 线性 方程 。 如 果 我 们 把 这 些 二 阶 导数 的 系数 
看 作 是 + ? 的 固定 函数 , Bd BERIT RA OM 
BARRIDE. 所 以 可 应 用 定理 5 和 7?。 特别 在 整个 通道 中 
dp < 4 


+ ible 


JAD ARM. FUSS ee Do 它 是 通过 增加 五 问 
下 辟 工 有 限 部 分 的 高 度 布 得 的 局 的 一 个 子 区 域 . 这 个 改变 的 部 分 
在 图 34 中 用 虚线 表示 。 

设 四 是 对 应 于 通过 通道 D, WWE RK, Be 
各 原来 出 交 所 描述 的 流动 同样 的 质量 流 最 4 于 是 由 在 DD, 中 满 
是 微分 方程 (11)， 在 D, 的 下 壁 上 边界 条 位 是 a 一 0， 上 只 上 是 
b= dA, BM 加 还 满足 条 件 (14)。 

因为 方程 (11) 是 投 线 性 的 ,我 们 发 现 贞 的 方程 与 几 的 方程 之 
次 可 以 写成 形式 

| [gradpl) 一 go — dudes 十 2beby lb — bi dey 

+ [aC | grad] 一 palh — try 

HICH by disy — Cb + papiy Cb — dds 

+ [Cp E prsy — + hrb Cb — by 

+ Ad LHC gradd|) ~ Klgradb|)] = 0, 
车 把 中 值 定理 用 十 最 后 一 项 ,可 得 一 个 (pb p) Mb eh 
BRERA. 这 样 我 们 发 现 少 一 满足 一 个 线性 燃 贺 柱 方程 ,于 
是 现在 可 把 定理 5 和 ?7 用 于 差 d p. 在 Di 的 上 壁 有 由 一 内 
= 0E D WEEE $ — ph >n EA 

mb — du) = 0, 


我 们 得 到 结论 
o> DA, 
VOTE ATRIAL p= 加, 又 得 到 


De < Ob 在 apNep, E. as) 
on on 


由 于 在 D 中 0<g <4, EEE pA, AE LMA Op! 
an > 0; 在 那里 类 似 可 得 8%./8n > 0. Wins we 
[grado | > (gradoj 72 LBB. 
TEREFE |gradp| 的 增 函 数 ,所 以 ,用 9 ARAETH, 
的 速率 ,我 们 在 上 壁 有 
D> ds 
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HDA 的 下 辟 的 公共 部 分 上 ,我 们 发 现 94/6n < plön < 
9, (iL AFRAID ba <9, 

RECAE: HE- ER APRN 
AWE PURRANU RE ERRER EARR 


小 。 


REE. O 在 上 述 的 比较 中 ,我 们 只 用 到 以 下 事实 ， 方程 (11) 
是 拟 线 性 的 以 及 它 关 于 中 是 档 贺 型 的 。 若 函数 u(|gredy|) E7 
程 (11) 关 于 所 有 使 它 有 定义 的 函数 都 不 是 梓 贺 型 的 ， 这 个 结果 仍 
将 成 立 。 特别 ,关于 第 二 个 解 bh CRB. 

Gi) 这 种 类 型 的 其 它 比较 定理 可 在 Gitbarg [2, 4] 和 Serin 
[4] 中 找到 。 


文献 注 记 

对 调和 (以 及 下 调和 )》 BROADER C F. Gauss [1] 和 
S. Earnshaw [1 .在 二 维 的 情形 当 < 0 时 , 比 Laplace 算 于 更 一 般 的 机 车 
算 了 最 大 值 原理 的 第 一 个 证 明 是 由 A Paraf [1] 给 出 的 ，E，Picard [1, pp. 
29-30] 和 I- Lichtenstein [1,2] 把 这 个 结果 推广 到 也 < 0 的 情形 , 

T. Mostard [1] 把 Paraf 的 结果 推广 到 了 高 于 二 维 的 情形 。 这 个 结果 
为 M. Picone [1] 用 来 得 到 了 广义 最 大 值 原理 ， 第 三 节 的 定理 5 和 6 是 属于 
E Hof 的 ,其 中 关于 系数 不 作 连 续 性 候 设 - 

对 应 于 Laplace 算 子 第 一 边 值 问题 的 Green 函数 满足 6Gfen< 0 的 事 
实 是 9 Neumann [1] 和 A. Korn [1] PEHR. L. Lichtenstein 【2] 把 这 个 
结果 推广 到 了 更 一 般 的 算 子 上 去 .在 关于 系数 的 某 些 连续 性 候 设 下 C Gir- 
aud [1,2] 证 明了 第 三 节 的 定理 7 和 8， 本 章 给 出 的 一 般 形 式 是 E. Honf[2] 
和 O- Oblik [1] 各自 独 立 发 现 的 ，D， Gilbarg [4] 给 间 了 两 个 变量 散 度 
EAC EEE TRUER. 

在 关于 系数 的 最 少 假设 下 形式 非常 一 般 的 最 大 秆 党 理 是 A D. Aleksa 
ndrov [1,2,3] ȘI C- Pucci [8] 给 出 的 , C. Pucci [2,3,5] 和 M. Picone [1.4] 
BABE T HRS AERA RRA BIB. 

人 们 曾 通 过 各 种 途径 来 推广 最 大 值 原理 。 We Liwman [1,2] 给 出 了 对 
樟 周 型 不 等 式 缠 解 的 推广 .推广 到 非 线性 算 子 的 结果 已 被 5. $. Dymkov [1], 
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D. a. Tadyzhenskaya [1], A. McNabb [2], I. Nirenberg 【21，M- 
Nagumo 和 S- Simoda [1], [LM R. M. Redbeffer [1, 2,3,4] 等 得 到 。 F 
Calabi [1] 给 出 了 政大 值 原理 在 几何 上 的 一 个 推广 和 应 用 。 推 " 到 弄 焰 合 
方程 给 的 结果 是 属于 P- Szeptycki [1] 的 。 当 系数 在 边界 上 变 得 有 奇 性 的 情 
Wa M. Schecher [1) 曾 给 出 了 一 个 最 大 值 原 再 。 二 阶 导 数 以 获 度 形 式 出 现 
的 方程 对 系数 假设 最 少 的 强 最 大 值 原 旺 是 S- Stampacchia [1] 给 出 的 . 

有 时 候 在 ) 义 的 意义 下 万 大 信和 原理 的 拭 念 可 用 闵 表 归 边 值 问题 解 的 某 
种 范 数 (不 必 挟 最 大 值 范 数 ) 能 用 其 边 值 的 范 数 素 估计 。 A D Aleksandroy 
11,2] ATU AAR AUER AHA UHR RRA. 关于 
Tt BL Dy AAN PR WO A TB RA BRENA Ao PA 在 
G. Miranda (1, 2], S- Agawa [1], G. Fichera [4] 以 及 R. J. Duffia {2] 
等 工作 中 找到 。 

许多 教科 书 ( 例 如 : R Courant 和 D. Hilbert [1], P. Garabedian [1| 以 
ROW. F. Weinberger 14]) 中 部 包含 最 大 值 原理 多 讲解. 

在 许多 作者 的 工作 中 能 够 见 到 最 大 值 原理 袜 用 作 线 狂 和 非 线性 方 EE 
近 理论 的 工具 ， 并 且 成 为 得 到 估计 的 一 种 辅助 手段 ， 例 如 , RHE 1910 年 5. 
N. Berastein [1] 就 得 到 了 权 圆 型 方程 解 的 高 度 估计 ， 较 新 的 导数 估计 已 被 
S. v.Beenstein [2], O- A. Lalyzhenskaya [1] 以 及 L- Nirenberg [2] 得 到 。 
REAM OR 其 中 最 大 值 原理 是 本 质 的 部 分 ) 可 在 Le Collatz [1, 3, 4], 
Le Bers Ft}, C. Clak 和 © A. Swanson [1], A. G. Meyer [1] 以 及 W- 
Walter [2] 等 工作 中 找到 。 

第 七 节 的 材料 以 Green 恒等式 为 基础 ,这 些 材料 可 在 诸如 O- D- Kellogg 
[1] 和 HL F. Weinberger [4] 等 标准 救 科 书 中 找到 ， 一般- 二 阶 椭 回 型 算 车 
对 应 的 公式 已 由 W. Peller [1] 给 出 

第 八 节 中 给 出 的 椭 贺 型 算 子 特征 什 的 估计 取材 于 M. 1. Prower 和 H. 
W, Weinberger |2]. J. Barta [1] 在 1937 年 得 到 了 Iaplacs 算 子 的 由 应 结 
T. ÈB, R l Putfin [1], C. Clark 和 C. A. Swanson [1], P. Hartman 
和 A. Winner [1], Je Hersch [1,2], W. Hooker [1], K. Kreith [1] 以 及 
M, H. Protter [2] ZIRT PEES T E TH E E BETI, 

WRM Phrakamin-Jindelif 定理 可 在 函数 论 的 教科 节 中 找到 例如 K 
G, Vitchmassh [1] ARTIAN Phagmen-Lindelot 定理 ， 也 可 以 看 
M. WW. Heiss [1], H. ¥.Weinberger [4] HBR. He 
更 算 子 的 各 种 形式 的 Phragmen-Liadelaf 项 理 曾 由 G N. Bioluna [1], A 
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m [1], P. Gilbarg [1,4]. E. Hopf [2], E. M. Landis [1], A. Vel 
uger [L], J. B- Sercin [5], N. Meyers 和 J. B Serrin [1] VLK P. C ife 
[1] 得 到 。 Hober [i], Gilbarg 和 Serrin [1] 以 及 C Pucer [7] MALT 
RBS FRR IOLA RB. 

AA AED KIA REN Harnack BRS L- Li 
stein [1] 和 W- 11) QSL P PE MAE BIT J B Sern 
[6] TAN AEE — MENA CM GH 2S — 个 Harnack 
ACER L. Bers 和 L. Nirenbess [1] ZEA, Je Moser [7], J. B. Serrin 
[7] WR G- Sampacchia [1] 得 到 了 = 个 变量 线性 方程 的 Harnack 不 等 
式 。 E Bohn 和 L. K. Jackson [1], J. B. Serrin [8] 和 N.S. Trudinge" 
[1] 处 理 了 非 线 性 的 情形 。 PGEharg 和 J. B- Serrin 11] 曾 得 到 了 关于 
EA AR SHE Liows ile 定理 是 S} N- Born- 
121 给 出 的 
KE MEA IOS A MI SHE, WG. Polya 和 G Svexo [1] 
BO. D. Kellogg jih GH BERRE f M. H. Prater AHS 
F- Weinberger [1] 中 找到 . 


Be 


ART PAAR AUER A LAR RK 
述 的 。 这 种 形式 的 定理 可 在 FO. Tucoassh [1] 和 H- Heins [2] 中 
找到 。 对 一 般 二 阶 酉 山 型 方程 的 解 以 及 使 睛 各 种 范 数 的 潍 和 一 般 化 曾 由 
S. Agmon (2j, E- M. Laadis [2,3] PAM Ke Miller [1] # 

BARRE BPR MUIZCAY Phragwea-liadelaf gep Be ALO 
地 出 在 流体 流动 的 问题 中 。 to Sei ant NEL FALA BAE A S LAH eX 
ERORIA R GA L- Bers [2], R binn 和 | D- Giibag| 1,2], D. Gih- 
arg [2, 3, 4], D. Gilbarg 和 M. Shiffman |1], M. Lavreanev [1], DA M 
J. B. Serrin [1,2,3,4], 

有 关 结 果 的 广泛 详尽 的 综述 可 在 L Bers, F John 和 M. Scheier] |、 
iman [4] A © Miranda [3] 等 书 以 及 O- A- Tadyzhemkaya 和 | 
iraltseva [1] 以 及 H Me tandis [1,3] 的 经 合 性 文章 中 找到 ， 
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第 三 章 抛物 型 方程 


热传导 方程 


设 -条 长 庭 为 工 的 细 长 村 位 于 x 厚 的 区 韶 《0.5 E. RIE 
设 杆 的 材料 是 均 句 的， 热量 可 以 注入 此 杆 或 从 村 中 流出 ?。 我 们 
ARAL: IE n DUE BR A 2 和 村 冯 : ADR 
数 ， 记 之 为 # = ulr). NEAT TCE RZ F R 
定 杜 中 热流 ( 取 送 兴 的 单位 ) 的 丝 分 方程 减 是 


函数 了 是 杆 中 热量 的 散失 率 。 ERA eer) 所 满足 的 最 天 值 
原理 与 对 椭 邮 型 方程 和 不 等 式 所 建立 的 虞 大 伯 原 理 多 少 有 点 不 
E aCe, r) HE ry e 于 面 的 区 域 E 中 (图 1) 请 足 严 格 的 不 等 


式 
= Ou ax 
Mls oo or > 
显然 不 能 在 任何 内 点 上 下 到 (局 部 ) 最 大 值 。 央 为 在 这 样 的 点 上 
Duco 
Bx 
和 
so, 
or 


D BIH] dR 


isoo 


O 


从 而 破坏 了 工 [x] > 9、 我们 不 仅 要 招 这 个 论断 推广 到 [wx] > 0 
的 解 上 去 ,而 上 我们 迹 将 证 明 对 于 这 类 算 子 ,最 大 值 原 理 有 更 强 的 
形式 . 

为 了 阐明 一 个 典 覃 碳 题 ,我 们 假定 上 面 所 说 的 杆 的 初始 ( 即 在 
时刻 * 一 0 的) 温度 给 定 ,并 且 杆 的 端点 的 温度 是 时 间 * A 
数 .。 因果 做 不 理 表明 : ”在任 一 轩 定 时 刻 工 的 温度 分 布 不 受 杆 在 
+ 之 工时 产生 的 任何 温度 变化 的 影响 ,这样 一 来 自然 应 考虑 >， 
;平面 中 的 矩形 区 域 

E: {0<e<1,0<1< Th, a) 
我 们 假设 在 互 的 三 条 边 

Si d= ST S: (ONS er <1,1 = 0}, 

Sy: {4 1,04 T} 

上 ,温度 de) 已 知 。 根 据 物 理学 的 知识 ， 我 们 预期 这 些 信息 加 
上 * 在 EE 中 满足 方程 


的 事实 就 足以 唯一 地 兢 定 整个 E 上 的 温度 (图?)。 作 为 下 监 的 县 
大 代 友 理 的 一 个 推论 , 容 掏 建 立 解 的 唯一 性 
定理 1。 Pe wet) 在 逢 形 区 域 (1) 中 满足 不 等 式 


Bu Ou 、 
L a ea LN 2 
bls gi aed @ 


Wie CUE EUOE 上 的 最 大 值 必 在 三 边 $1,5; 或 5; 之 一 上 取 
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到 (图 2). 

TR. MEME ES, SMS, LOA, 我 们 将 假设 在 
五 的 一 点 PCer) Sho IS Mi > MSE A. ERDE 
数 


wey = MM. Cr — x, 


z 
ANE SLAMS, he SM, FEMS. 5S, 上 所 有 的 点 我 们 有 
wast) = ulr) + we) <M + Mov <M. (3) 
而 此 
UC xo 9%) = ul x0310) = M > (4) 
在 整个 E 上 还 有 


Liv] = Llu] + L[w] — Liu] +o, oo (5) 


条 件 (3) 和 (和) 表明 v 必定 或 在 的 一 个 内 点 或 沿 开 区 间 

Se {or =T} 
达到 它 的 最 大 值 。 不 等 式 (5) 表 了 明 ”不 能 有 内 部 最 大 值 点 . 在 5 
中 的 最 大 值 点 处 ,我 们 有 oe <0, BHA oe 严格 为 负 ， 于 是 
必 在 嘛 一 较 早 的 时 刻 更 大 , 所 以 E 中 的 最 大 信也 不 可 能 在 3 中 
达到 。 这 样 我 们 看 出 假设 a(x) > M FIFA. 
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附注 . O AER ADA AEE EAA ARE, Me 
除 可 能 在 杆 的 端点 外 ,也 不 能 在 “最 后 ”村 刻 取 到 .。 

Gi) 定理 1 的 最 大 什 诛 理 不 是 强 形式 的 最 大 值 原理 ， 因 为 这 
个 定理 允许 在 边界 上 和 内 点 同时 取 到 w 的 最 大 值 ， 以 后 我 们 将 会 
看 到 如 果 能 在 中 取 到 最 大 值 ,那么 解 必定 在 某 个 区 域 中 是 常数 ， 
这 -结果 包含 定理 1 作为 一 个 特殊 情形 . 

Gii》 当 我 们 用 一 4 代替 * 时 ,对 Lla] 一 0 的 解 得 到 一 个 相应 
的 最 小 值 原理 .于 是 , 星 些 时 候 提 到 的 唯一 性 定理 就 很 容易 推出 了 .。 

Gv) 靖 圆 型 微分 不 等 式 的 解 的 最 大 值 可 以 在 边界 上 的 任何 
地 方 达到 ， 在 热传导 方程 的 情形 ,我 们 有 更 强 的 结果 , 即 最 大 值 只 
能 在 边界 的 特定 部 位 上 达到 。 对 于 以 热传导 方程 为 原型 的 更 一 般 
的 方程 和 哆 一 般 的 区 域 ,这 个 事实 也 是 对 的 。 


在 三 维 均 匀 物 体 吕 中 热传导 的 方程 是 
工 [z] = An — oe = flrs ysz,t)s 
其 中 4 一 w(x,y,z51) EDEA Pe, y, 2) 处 时 刻 * 的 温度 ,而 
f 是 热 的 散失 率 。 与 一 纺 情 况 一 样 , 作 为 四 个 变量 的 函数 4, 它 不 
可 能 在 侯 
Liu] aw — Se >0 

的 点 上 取 局 部 最 大 值 。 

苦 虑 到 在 最 大 值 点 Au <0 而 oe 0 即 可 推出 这 个 


X. 我们 希望 把 最 大 值 原理 推广 a 严格 的 不 等 
Lin] =O 


# 


的 函数 * 上 去 ， 

物理 上 感 兴趣 的 最 简单 的 三 维 问题 必 一 个 占有 区 城 刀 的 固定 
的 有 界 均匀 国体 的 传 热 问 题 。 我 们 假定 问题 从 时 刻 上 一 0 开始 ， 
初始 温度 Kxyyz:0》 是 《zyys)》 WEA mi EED ML 
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FOOD 上 ， 在 所 有 上 = 0 MUN UAE E 
的 是 在 号 内 所 有 的 点 PCxzsyyz》 和 所 省 二 一 1 
Re ulesy.2ot), 

在 四 维 时 空中 感 兴趣 的 区 域 是 一 个 无 限 长 的 柱 体 D x (0， 
æ). 但 是 ,与 一 维 情形 说 过 的 同样 的 因 于 性 原理 公 许 我 们 
问题 时 对 区 域 进行 限制 . EREDE T, D 内 的 湿度 分 布 
EH OS + 志 了 期 间 内 产生 的 温度 变化 确定 的 、 内 此 ,要 考 庶 的 
四 维 区 域 自然 就 是 有 限 长 柱 体 DX (07l. 这 个 柱 休 中 的 温度 
# 是 由 Liw]，# 二 0 时 DD 内 的 x 信 , 以 及 柱 此 OD x (0:7] 上 
的 # 信 米 决定 的 ， 

HERRER D X(T] ROR ARES ” 
在 E 的 边界 部 分 : BRE EA PRE BO WU aD x [9,7] 上 
取 全 它 的 最 六 值 ( 见 图 3)， 实际 上 。 如 果 

Llu] = An — 2" > 0， 
ð: 


那么 ,我 们 单 已 知道 最 大 售 不 可 能 在 五 
MOAR AS, WA e MORALE © = 
工时 在 DD 的 一 个 内 点 达到 ， 我 们 也 交 得 
出 矛盾 .为 看 出 这 一 点 ， 我 们 注意 到 在 
这 个 最 大 信 点 处 Aw 委 0; 因此 , 不 等 式 
Liu] > 0 问 涵 在 同一 点 有 


Bt 一 0. 


a: 


于 是 EON WEA, AURA RE E WER E i 
FREF. 

我 们 不 仅 要 把 这 人 最 大 值 原理 推广 到 Lia] > 0 的 情形 , 而 
且 还 将 把 它 推广 到 更 一 般 的 方程 和 区 域 上 去 。 


习 题 
1 .验证 图 数 wz， 2) = (1/2 eh > 9 时 是 热传导 方程 1 一 


Jone 


eee 0 KIRE WALA PREIS a U. lin Cest) == 0, EAE e E00) 
FREE — 4p keh 3 9F, aa 
2, 对 # 维 热 仿 导 算 子 


证 明 与 定型 1 相关 似 的 定理 、 
第 二 节 ”一 维 抛物 型 算 子 


BORE 


On ðu _ Ou 
I = alrt) + 6G, =`- 1 
[a] Crt) bet (x52) ‘bx a: a) 


在 点 (zz 1) BR A BY OR 

alz) > 0, 
BT Les, 上 平面 的 区 域 了 中 是 -一致 抽 物 型 的 ,如 果 有 正 数 使 
得 

o(x,1) >p 
对 马 中 所 有 的 《x,) 成 立 。 第 一 节 中 讨论 过 的 一 维 热 算 子 在 整个 
zs + 平面 所 是 一 致 锰 物 型 的 ,因为 在 CD) 中 取 arat) = 1, bet) 
=0 AIS, 

RE BEBE 
E{0<21<4,0<1<T} 


GB 

7 
E 1 
as 


CAR). BRIE u 0 BRM RR 


sie 


Llul > 0. Q) 
那么 不 可 能 在 任 一 内 点 取 到 局 部 最 大 值 ， 因 为 在 内 部 最 大 值 点 


aZ <o, i SE 一 SH 一 0 破坏 了 (2)。 而 且 ，* 的 最 大 值 也 


8 
ARE EW LIOR: 开 线 段 0<x < 4 ,+ 一 了 工 中 达到 .为 验证 这 


一 -点 ,我 们 注意 到 在 这 样 的 最 大 值 点 上 oe =0, oo 以 及 
x 

Ou 

Peco 即 可 。 

于 是 对 算 子 工 的 最 大 俏 原 再 就 可 以 被 推广 到 微分 不 等 式 
Llu) 20 的 解 上 去 。 我 们 介绍 的 证 明 是 由 Nirenberg [1] 给 出 
的 ， 这 个 证 明 采 用 的 是 经 过 适当 变化 的 Hopf H TRARA FH 
那 种 方法 .在 下 一 书 中 我 们 将 会 看 到 。 容 易 把 这 个 证 明 修 改 得 适 
用 于 更 一 般 的 方程 和 区 域 。 基 本 的 结果 依 豆 于 以 下 三 个 引 埋 。 

BEL ketr: 平面 的 区 域 了 内 满足 微分 不 等 式 


= fey ~ Ow ĝu 
Liu] = alx,2) aa TlH) a br 20, (3) 


其 中 a, 5 有 界 , 工 是 一 致 抛物 型 的 , 设 K 是 一 个 贺 ，KK 连 同 其 边 
界 BK 都 包含 在 BE 中 。 假设 “在 E 中 的 最 大 全 是 M, 在 K 的 内 部 
ww <M ,而 在 天 的 边界 上 某 点 了 处 * 一 M. BAKE RP HIR 
必 与 < 狂 平 行 ( 即 了 或 是 玉 的 最 高 点 或 直 天 的 最 低 点 )。 

证 明 . (KU G7) Hb RE KALE. 我 们 假设 OK 
上 的 了 不 是 最 高 或 最 低 点 ,从 而 推 由 矛盾. 

不 失 ~… 般 外 ,我 们 可 设 了 是 使 # 一 村 的 叭 “边界 点 ， 风 为 ,如 
果 不 古 这 样 ,我 们 可 用 稍 小 的 加 K RE K, K 的 边界 除 点 了 外 全 
EKRE, (m OK 与 BK 在 点 卫 相 由 ， 于 是 天 "恰好 只 有 -个 
边界 点 了 使 一 对 ,如 果 必 赛 ,论证 可 对 K 进行 . 

(RE PYRE Gon) one (5) RMP oh 
心 ,足够 小 的 Ry 为 半径 作 加 KK,, 使 

R < |x, — 2] 
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HÈ K, AWER. WF OK， HRB, CCH 
OK, 和 闭 图 KU OK 的 交集 ，C” 是 CRT OK 的 余 集 ( 图 5)。 
FEI C Eu < M ,从 而 可 找到 正常 数 了 使 

“<Ma 在 C 上。 


图 5 


MARHE E EAA «<M ree C 上 
“SM. 
RITEN HAR 
Caf) REED 一 com 
于 是 ,对 正 数 a, ”在 天 内 为 正在 OK L WEEK OMA. 计算 
得 色 
D2] 一 Zoe -A -HDNet — BY — a — Br — E) 
+E). 
AR K, 中 及 其 边界 上 ;我们 有 |x 一 引产 | E RGN 
WER e RIKERA 天 USK， 中 所 有 的 (x) 
工 [z] >0, 
EAE FE PUK 
wx) = ulest) + eulet) 
Bich © 是 变 选 择 的 正常 数 . HARE K 中 


e193 6 


Llw] = Lin] + eLlel > 0, (4) 

WAAC 上 wi M 一 ?我 们 可 选 e 足够 小 使 得 

woaute<iM 在 C 上. 
MA We Cc’ ke <oh a <M, RIXE 

如 一 xsp<M ECE. 
因此 ,在 整 条 边界 OK, = C'UC” 上 w < M. 另 - -方面 ,由 于 在 
OK 上 “ 变 成 零 ,我 们 得 到 

wrt) = uleh) E erler) = ult.) =M. 

Met 天 的 最 大 值 必 在 内 点 达到 ,这 个 事实 与 (4) 矛 后 ,引进 竺 
ik. 注意 ， 如 果 了 是 反 的 最 高 或 最 低 点 ， 上 述 论证 失效 。 央 为 苦 
n=, RRR R < |x, ëj 


附注 .下 述 事实 是 木质 的 : 不 等 式 * SMENE KUOK 的 
一 个 区 域 严 中 成 立 。 从 而 它 在 有 一 部 分 在 OK 之 外 的 到 K USK, 
Atti. Hiu: Baa et G2) Beam ve, 
=n S0 PACER P+ G— 2 <1 中 <<1, 但 是 它 在 边界 
下 十 (+ 一 2》 一 1 上 处 处 取 最 大 值 。 因 为 在 这 个 贺 外 «> 1, 所 
以 不 能 应 用 引 理 1。 定理 3 表明 只 需要 不 等 式 (3) 在 加 天 中 成 立 ， 


引 理 和 ”假设 在 x, * 平 后 的 区 域 三 中 u 满足 不 等 式 工 ls] > 
0, 工 与 引 理 1 中 相 司 。 叉 设 在 E 的 某 内 点 《ww,4) 上 u <M, if 
EER eM. WRI 是 三 中 包含 on) 的 任何 水 平 线段 ， 
则 在 上 xz MCAS). 


(ty bob 


(to) 
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TER. BBR WHEW AG adk # 一 M, ME or) 
iM, KEP. AIL, 我们 设 <1, WRA 

Boa x 向 有 移动 ， 使 得 当 n rSn Me <M mI, as 
是 zi 一 GRE narar + 一 如 上任 一 点 到 OEMBB 
的 最 小 值 中 的 绞 小 者 。 

H on ah dy RM dle) EM (x, t) SJE A fii s 
SMOTRI. RH Karto) 一 M, FEIO Se n 
由 出 理 1,0 ERRE Ces) 的 正方 或 正 下 力 , 即 Cot, + 
d@w))== M IÈ u(x, — de) = M, 因为 从 点 Crt 8,0) 到 


Ganka) (SHE dx) 十 5 RRS 


PEOR TET O uG (5) 


drt OS 


Mix + 6 (UR eo Ho RE RUSA 

ax 十 站 > J dG — 8, (6) 
BY d(x) > OPER Oo < dlx)， 我 们 把 区 间 (x,x 二 站 分 
成 # 等 分 ,应 出 不 等 式 (5) 和 (6) 可 求 得 


cz 二 一 dz 十 工人 < 二 


g=0,1,---, 2-1, 
对 任何 整数 从 了 一 0 到 ”一 1 求 和 ,给 出 
dlet 6) — de) ES, 
dual dey? — 5 
令 n> co, 我 们 对 8 > 0 得 到 

da + 8) < dr), 

Th, dG) dk x WEBER, I dG) sae — 3. 对 于 充分 
ats : J PRETERI ay Say d dy SE 
EPR IAL Maxst) = M, RIIE BOR: 
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当 加 所 x+ 和 wo i u< 计 , 蔬 盾 ， 因 此， 我们 已 经 得 到 ulm, t) 
<M 与 ules) =M 的 矛盾 。 


AEE. SUE 2 说 明 ， 如 果 有 一 个 单个 的 内 点 使 # = MBA 
在 包含 该 点 卫 位 于 内 的 最 长 水 平 线段 上 «=M. 


BRI. 假设 在 x, + PRM RM EH “ 满足 不 等 式 工 [zx] > 
0: 工 与 引 理 1 中 相同 。 又 设 对 某 商 个 固定 的 数 n 4, 在 位 于 带 形 
br <n 中 的 部 分 中 u <M , 则 在 直线 1 一 4 的 包含 于 E 内 
的 部 分 上 «<M, 

证 明 . 设 PCxis4) BHR t= 4 bike 一双 的 一 点 ， 我们 将 
FAFE. 

作 中 心 在 点 王 的 半径 如 此 之 小 的 圆 天, 使 玉 的 下 半 加 全 在 五 

的 1 之 4 的 部 分 中 ( 见 图 7)。 


P(x, a) 


现在 我 们 定义 通 数 
olas) 一 et 1, 
简单 的 计算 表明 
Elo] == eID [dae — m Y — ț 2a — 2b (a xr) + ol. 
选取 a 充分 大 使 得 在 天 中 当 上 所 二 时 
Lle] > 0, 

(x — x, + of — 1.) —0 (7) 

与 直线 + 一 MPP. 我 们 用 C 表示 OK 在 抛物 线 (7) 下 面 ( 包 
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含 端 点 ) 的 部 分 , 用 C ERAT KARR ERC 7), EH e 
和 C” 围 成 的 区 域 称 为 了 ,根据 假设 , EAC 上 w < M， 所 以 
存在 ? > 0 使 得 在 C" 上 
ug Ma 

我 们 作 函 数 

w(x) = u(x,t) + evlr), 
其 中 。 是 待 选 的 正常 数 。 注 总 在 C” 上.v 一 0, 因而 可 选取 6 如 此 
之 小 使 得 w* 上 其 有 如 下 性 质 : 

G) EDA Liw] — Lifa] + eL[v} >0, 

GEC w=utevr<M, 

GDEC 上 w=utew<M, 
OBA + RARE D PAS CIR A Ai oR AEM 
FER PAS). 我们 得 出 在 点 了 

Ow 


5 = (8) 
ar 
简单 的 计算 表明 在 点 了 
ðs 
Br <0; (9) 
因此 ,我 们 从 (8) 和 (9) 就 得 到 在 点 了 
Ou ðv 
a 28a > (10) 
ADB HTE: = 4 Eu 的 最 大 值 在 点 P 达 到 ,所 以 在 点 卫 
Bu 一 0, oe <0. 
ax Or 


这 些 不 等 式 与 假设 Lle] 之 0 矛盾 ,从 而 引 理 得 证 。 
基于 以 上 的 引 理 , 我 们 现在 可 以 证 实 下 述 结论 。 
定理 RRE xr, + 平面 的 区 域 了 中 ,不 等 式 

Pu ðu _ Ou 


Lie] = a 十 一 六 
8x Ox Or 


Hag de Mb AR LEE DERRY, WR 的 最 大 


e197 


SIM ELE EAE 
iS ARAPE Mi: 
及 了 一 上 上 = 

证 明 ， 假 设 存在 一 个 全, HW to <4, oC) <M. 令 
TM aC, <M We <r RD ER | 
=M, TERM ee olay <M, MASI ZA 
3 ,我 们 就 得 到 了 了 矛盾. 


Cen NAFLI AAEE 
EARR t= rs t 


BEE. OG) WAE RA MEH T ETE DRE I I 
最 大 值 ， 例 如 ， 在 杆 的 热流 问题 中 ， 如 果 杆 的 初 瀑 恒 等 于 W， JE 
在 端点 上 直到 了 时刻 :一 所 保持 这 个 漫谈 ,就 确实 会 出 更 这 种 情况 。 
温度 下 降 了 ， 那 么 往 后 解 就 不 青 是 常数 了 ， 注 意 这 
定理 2 的 结论 ， 就 这 一 点 而 言 ， 这 里 的 最 大 信 原 理 与 本 
网 时 方程 的 最 大 值 原理 有 着 十 分 不 同 芍 形式 ， 

Gi) 从 引 理 3 的 证 明 我 们 看 出 ,如 果 点 (et) 位 于 水 平 线段 


S 上 ,而 5 是 的 边界 的 一 部 分 ,那么 ,只 要 4， A, p Wun 
Br Ox’ or 


MBE EUS 上 连续 ,定理 2 仍然 成 立 ， 

GD PEA 2 和 引 理 2 结合 起 来 就 可 以 决定 达到 内 部 最 大 
代 的 解 必 等 于 常数 的 整个 区 域 ， 一 旦 我 们 得 到 一 点 9, EE u 一 
M 【〈 最 大 值 )， 我 们 知道 在 包含 8 的 互 中 的 最 长 水 平 线段 上 «= 
M ,然后 ;定理 2 表明 EE 中 在 该 线段 下 方 的 所 有 点 上 必 有 w= M. 
引 理 2 表明 在 每 条 包含 这 种 点 的 水 平 线 展 上 «=M. 如 果 五 中 
的 点 P 能 够 用 仅 由 中 的 水 平和 “指向 上 方 ”的 各 直线 段 构成 的 上 路 
径 与 点 9 相连 搂 , 那 么 x(P) 一 M 《图 8)。 在 图 8 扬 用 水 平 阴影 
标 出 了 如 果 在 点 2 上 «=M, He 必 取 值 为 对 的 五 的 那 一 部 分 . 
网 8 中 标 有 .4 了。C 的 部 分 在 瑟 之 外 

G) 因为 所 有 的 引 理 仅 涉及 内 点 的 领域 , 所 以 假设 在 五 的 每 
ATR a,b 有 界 和 工 是 一 致 抛物 型 的 就 够 了 。 
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图 8 


RAMA CARB RAGA Lin) S 0 的 非常 数 解 < 只 
能 在 边界 的 某 一 部 分 上 达到 最 大 值 。 他 研究 本 圆 型 不 等 式 时 我 们 
得 到 过 在 最 大 值 点 上 边界 的 法 向 导数 决 不 为 零 《 第 二 章 第 七 节 ). 
这 个 重要 的 事实 在 很 多 应 用 中 ， 特 别 是 在 证 明 输 贺 型 方程 解 的 唯 
一 性 定理 时 被 用 到 。 

CERES PF MASA BH RAM: 在 ( 边 
界 上 ) 达 到 最 大 值 处 它 沿边 界 的 法 向 导数 不 能 为 零 . 在 下 还 定理 
中 将 给 出 这 个 结果 的 精确 叙述 ,和 棋 贺 型 不 等 式 的 类 似 定理 -一样 ， 
它 也 有 许多 的 应 用 ， 

EEI BEE t 平面 的 一 个 区 域 ,« 是 一 致 抛物 型 不 等 
式 

On 


bu ĝu 
Liu] =a—5+e——-—=— bo 
ir ne ar vi 


在 召 中 的 一 个 解 ,其 中 o 和 二 有 界 . RRP WH OF 上 的 一 点 、 
TEM PARR AI, OF 在 了 的 法 向 不 平行 于 * 轴 ， 而且, 假设 
Ak PARES E BIN OE 的 内 切 敬 ,并 使 # <M EBA eae, 
GH 0/8» 表示 忆 的 人 在 一 外 方向 导数 , 则 在 点 了 
Bu > 0 
op 
WA, RURE PEER MEPS TER. VEKA RÉI 
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KAE P t3 OL 相 切 (图 9)。 用 (xost) R PASM, FD Crit) 


© 


图 9 


表示 KK 的 中 心 。 再 作 以 了 为 中 心 的 俩 K、 其 半径 之 1% 一 |。 我 
们 把 边界 OK, 包含 在 K 中 的 部 分 称 为 0", 把 C 的 端点 加 到 C 上 上 
去 ,所 以 C' AIM. FAC” RROK E K PGR), RARER 
AIM C'U C” 爸 成 了 如 图 9 所 示 的 透镜 形 区 域 DD 的 边界 .。 如 时 
DE, 通过 选取 稍 小 的 内 切 贺 6K， 我 们 可 使 6K 上 除 点 ?外 到 处 
有 w < M。 于 是 在 闭 弧 C E u< 对 ,从 而 我 们 能 够 断言 以 下 三 
个 事实 ; 

G) Æ C” 上 除 P 外 uw <M, 

Gi) ZAP «=M, 


《者 》 存 在 充分 小 的 4 之 0, 使 得 在 C" 上 
“SM =q 
BERAT EAA EAS 
olet) = eA 一 ee 
并 注意 到 
Lv] 一 2c HOO aCe — x)! — a — Br — 4) 
+= a)l 
(Wik. e RFA DUD LIS Gor) 我 们 有 
Li] > 0, 
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我 们 作 遂 数 
w =y + Ev, 
注意 对 每 一 正 数 8, 在 D 中 Liw] — Lla] 十 eL[v] >0, 因为 
BGI), RATA ERM © 如 此 之 小 ,使 在 C 上 
woM 
成 立 ， 由 于 在 OK Eo = 0, 因为 上 面 的 (让 ,在 C” ERA PIR 
们 有 
wM 
而 
w(P)=M, 
RORSRERD, VARKER H wE DUAD 上 的 最 
KERER PHM. KAREA P 
Bw BH WM >0, 
ov op ov 


但 是 ,计算 表明 
人 一 22， noRe™® <0, 


我 们 得 到 了 在 点 Pa Se > 0 定理 证 完 ， 


BEE. MA OF 的 法 向 在 最 大 秆 点 处 与 + 轴 平 行 ， 定 理 3 的 
结论 可 不 成 立 ， 抛 物 型 不 等 式 的 解 z 可 以 有 * 是 常数 的 区 域 ， 这 
样 一 个 区 域 的 边界 重 直 于 * 方向 ,又 因 * 连续 可 向, 沿 着 使 * = 常 
数 的 区 域 的 整个 边界 它 将 有 零 
法 向 导数 ， 例 如， 车 u 的 最 大 
全 在 图 10 所 示 的 阴影 区 域 的 


每 一 点 上 达到 ， 那 么 沿 整 条 线 Y, 
ðu a ro 
4, Bp eS MERDE 
10 


BR! 上方 的 点 构成 的 区 域 
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ERIH uii IES RRR AME ARREN TAE. 


MERTXE EHU 
(L +A > 0 
AU AACA Ee A E, Shr 2, A JE r 各 上 的 给 
EER. F BIMA RRIAT E — Se ORE IE 5 和 定理 8, 

定理 4 MEP 2 ABUTERE E PR HATEEN 4e 
0. BOR u RKM EAA h) EELE M D0, BA, 
在 位 于 EE 中 包含 点 (x, 2) 的 水 平 线 玻 正 下 方 的 所 有 EE 中 1 一 党 
数 的 线段 上 5M. WREDR AP AREER i, W 
3 的 结论 在 点 PRI. 

证 明 . 或 们 完全 遵循 定理 2,3 的 证 明 中 所 用 的 方法 .在 几 个 
Sc, Bea Be Rech Ae 如 此 之 大 使 得 (上 + Ae] > 0， 
AX ASO RINGS HEN AMAL CL + Awe) 0, 
推导 的 其 余部 分 与 定理 2 和 3 中 完全 一 样 . 

WUBI Mam FETE. 对 于 (L + Ale] <0 的 解 有 一 个 相应 
的 最 小 值 原 理 ， 把 定理 4 应 用 于 (一 轨 即 可 推出 这 个 结论 ， 


i} sa2 Bf 


习 题 
1. 如 果 在 第 192 页 引 理 1 ERE PS SE-B 《; 试 证 明 引 至 
的 结论 仍然 成 立 。 
了 2. 函数 xz 六 = 一 Ce + tet) 是 方程 SE-B mo 的 解 ， 在 D; 
一 1< = <1，0 < + < 二 中 最 大 值 原理 成 立 吗 ? 说 明理 外。 


3 证 明 下 述 问题 的 解 “是 唯一 的 
ou 


=e), E Di {0< x <a, 0 <E <I) 中 ， 
(2,0) = 2,4), 0 <E <a, 


ĝ: 
PEZON Or T, x=0, 


Haw), OS 1 Sty ema, 
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其 中 giz: Me, 是 给 定 函数 。 
第 三 节 “一般 抛物 型 算 子 
aT 
z= Xu os Dait BD, Re 
E Ct) = Grin, atest) BPO, WEHEN r 


由 第 一 个 积 号 构成 的 个 于 在 《x,z) ERARO. MAREEN” 
> 0 使 得 


5 oles eee Te 0) 


en 
对 所 有 的 ”= RRRA (fokot të) ANL EMDR. OF 
FLEE Cyt) SIAP—-TERE PAB, WR erp 
所 有 的 《zst:(1) 对 于 同一 常数 上 > oR. 
第 二 节 的 结果 可 以 完全 直接 地 推广 到 一 致 抛物 型 算 子 上 去 . 
定理 5。 设 * 在 (” 十 DERU Crass, tet) WERE 
ans 


Liu] = È akan) = B+ 3 oe, 2) Oe — Be = 0, 
(2) 
又 设 工 的 系数 有 界 ， 假 设 x 在 中 的 最 大 信 是 M ，x 在 某 一 内 点 
P(x,7) BAEK. MEG) 表示 超 平面 + 一 ; 与 5 的 交集 中 
包含 点 P 的 连通 部 分 ， BA EG) w= M， WA WHEE 
中 能 够 只 用 直 全 在 中 的 水 平 线段 及 指向 上 方 的 牌 百 线 眉 构成 
的 路 径 与 点 相连 按 的 点 , 则 在 点 9 处 u= M. 
证 明 ， 用 与 定理 2 完全 相同 能 方法 就 能 推出 这 里 的 结论 ， 只 
为 算 子 工 中 的 第 一 项 是 ” 颖 空 司 中 的 一 个 酉 加 到 算 子 。 通 过 坐标 
变换 可 把 算 子 的 这 一 部 分 在 单个 点 处 化 为 Laplace BE (BIR 
定理 人 。 由 此 立即 推出 Lin] > 0 的 解 不 可 能 在 内 点 取 最 大 值 。 


+ 2U3 。 


为 把 这 个 结论 推广 等 Liv] 0 的 解 , 我 们 来 证 明 与 第 三 节 中 引 
开 1,2,3 相 类 侯 的 一 些 结果 。 用 


A5 (~ e a 
v(x) oe grat 


代替 引 理 1 EA, HT EE pA DARE 


-5 (8-0 
olxa) = e m 一 1 


我 们 用 (x + 1) BRR BL ey if 
ORDET EDET) 
CET AT PARC). 证 明 的 其 佘 纲 节 留 给 读者 


附注 。 如 果 点 PCR, ?在 互 的 边界 OF 的 水 平 连通 部 分 EG) 


ERARE. 及 导数 St, -Čr Ât 都 在 UE) LE 
x Önön OL 


续 ,定理 5 仍然 成 立 ， 


下 一 个 定 焉 是 定理 3 在 《x 十 D 维 情形 的 直接 推广 。 
EMG. Rh 在 区 城 互 中 满足 带 有 有 界 系 数 的 一 致 抽 物 型 不 
FAC) XA u WAR OE 上 的 一 点 P 达 到 最 大 值 M. 假设 能 够 
作 一 个 通过 点 了 的 完全 落 在 E 中 的 球 , LERA. < 对 ,还 假设 
从 球 心 到 上 的 半径 方向 不 平行 于 + W. WR 车 表示 沿 任 一 外 方 
向 的 方向 叶 数 , 则 在 点 有 
Bu. 
oy 
SEB 4-H, 4M> 0 时 我 们 可 以 把 定理 5 和 6 的 证 明 
用 于 微分 不 等 式 《L 十 Ale] SOG <0) 的 解 ， 于 是 我 们 得 到 
定理 7。 whee (L+ Alu] SO 的 解 , 只 要 大 所 0 及 对 
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>0, 


D 9, 则 定 埋 5 和 6 的 结论 仍然 城 并 ， 


BSE. OiR n(x) 在 x 空间 的 区 域 D 中 满足 柿 疗 型 不 等 式 
(+A) = De me) beat 名 
+ AX SO, ASD, 
TREBE (x) 空间 的 集合 DX 《9,7] 中 满足 抛物 型 不 等 式 


Lis] 一 3a hu > 


兰 在 六 的 一 个 内 点 网 或 8D 上 达到 最 大 值 M， 则 它 在 D x 
(0,71 中 的 点 (ms LT) 8D x (0, T] 上 也 达到 这 个 最 大 信 。 


所 以 定理 5,6,7 WAAK TN LR ROT A A EA. 

Ci) 通过 变量 替换 v 一 we ”可 用 不 等 式 (TL 十 和 一 4)[w] 
SORBAGA (L+ lal So, MRA 上 有 界 ， 我 们 可 选取 
4 足够 大 便 4-1 迄 0, 所 以 可 以 对 “应 用 最 大 值 原理 ee, 
由 此 推出 不 需 限制 4 <0, 4M = 0 时 的 定理 7 也 成 立 。 


定理 6 是 由 A, Friedman [1,3,4] 首先 证 明 的 。 


习 题 
.详细 证 明定 理 5. 
2. 详 细 证 明定 理 6. 


第 四 节 ” 边 值 问题 的 唯一 性 定理 


设 E 是 x, + 平面 上 由 不 等 式 
cc 
MEO MURR, CMA. ) 我 们 让 出 如 下 问题 : ”确定 函数 
(2,1) 使 它 在 8 中 满足 一 致 抛物 型 方程 


9 205 9 


Ot too 8 Le) a) 
z 


以 及 边界 条 件 
w(x.) = gle), eRe, 
eg), SET, (2) 
vdst) = gf), VSS T. 
BM f EREDE be TAK gi = 152, 3 在 它们 各 各 的 定义 
域 上 给 定 。 


mou 

FUL EAE, RATE CUE FC RIE vrr) 的 

存 任性 而 应 加 在 方程 (1) 的 系数 和 边界 条 件 (2) 上 的 那些 条 件 ， 但 
是 ， 我们 将 要 证 明 只 须 众 助 最 大 值 原理 就 可 以 建立 稻 的 唯一 性 .。 


全 . 
为 证 实 这 个 结果 ， 我 们 候 设 n 和 wv EMERARA I 和 
goi 一 1,2 3 的 (1 和 (2) 的 两 个 函数 。 我 们 定义 
u= n tn 
RATE E h 
a OH 4, OH OH 0 
ðr Or or 
以 及 
u(x,0)=0, ce 二 xz 雪山 
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tet. 


<T. 
BERRA Ti 
;我 们 襄公 车 五 中 = 


uct) = uld) = 0, 0-5 
按照 定理 2 ch ft RPS RR, * 不 能 
以 处 处 有 * 过 0 CSA 
0. Witt eth 


um y= 0, 
刚才 对 一 维 情 况 建立 的 结果 现在 将 被 推广 到 一 般 抛 物 弄 方程 
的 更 一 般 的 边界 条 件 的 解 上 去 。 
我 们 考虑 # 维 欧 氏 空间 中 的 有 办 区 域 D 和 + 轴 上 的 区 间 [0， 
T]. BERR (w 十 1) RRD x (0,7), 我 们 用 工 来 表示 由 
OD x (0,T) RA ERS WR. 
ES. he LKR 


Ou < Ou 
(L+h =a L t D 66x, 1) E 
if h)a] 2 a(x) ons (x, 7) on 


0 m 


+ A(x tu — OE = Kat) (3) 

Br 
FEE CIO, MIR LARRAR. HIE x(x. 1) = ulr xta 

east) 在 也 中 满足 初始 条 件 

u(x,0) — g(x), (ES) 

在 工 的 所 有 点 (xyz) 上 满足 边界 条 件 
ox ss) ul x3) + Px) OE ~ gx), 6) 

ðv 

其 中 2 Ran REAA EADS. RETE a> 


OPPOd e+ P>0 在 每 点 成 立 ， 又 设 Aæ) LHR, a 
果 ”是 (3) 的 满足 相同 初始 条 件 (4) 和 边界 条 件 (5) 的 只 一 介 
EER omy, 

证 明 . MAC ARA AIF Hd 
PTE 


wu — be 


[ak edie 


= 207 « 


(L+A)[w] 一 0 
DA RT hes ROR A 

w(x,0) 一 0 EDH, 

aw +p 2% 0 在 T 上 ， ©) 
op 

由 第 三 节 末 尾 的 附注 (ii), 不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 欠 x,1) 和 0. 按 
赂 定理 7, 刀 的 非 负 到 天 值 必 将 在 上 一 0 或 了 【上 达到 . Re 
最 天 稍为 应 ， 旭 它 必 出 现在 下 上 . 但 是 定理 7 断言 在 这 样 的 最 大 
值 点 上 ae > 0, AG a M BARBIES 0% , PUTER AL 
RT RE 


ow + HOE m0, 
v 


Atk. w o fE ERER. X C(e) 应 用 同样 的 推理 ， 我 们 得 
到 如 六 0， 央 此 在 二 中 w=u—0 = 0, 


WE. CG) 注意 如 果 o = 1:9 二 0， 那么 问题 (3),(4),(5) 就 
EÉ kA (AY aE. 

Gi) 对 于 更 一 般 的 区 域 下 定理 8 BR. EKR D 
HH e 移动 ,只 要 它 的 边界 点 的 移动 速度 有 限 即 可 ， 

Git) 解 的 唯一 性 与 不 的 符号 无 关 这 一 事实 与 燃 圆 型 方程 演 值 


问题 的 唯一 性 问 监 形成 了 明 炙 的 对 比 ， 在 后 次 可 能 会 出 现 特 征 值 
问题 
习 题 
.证明 问题 


ta ty + =O 
a0) = 0, Srg 
O) = u(r) +0, BO 
对 所 有 的 常数 " (FH # 一 atma, HARREMA -pE E? 
LEAC T Wi E ki RRR Yg 
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tt tr ILE > 
r 


f 
u(r,6,0) = 0, Cr <1,0<0 Er 
uoll ,00) =0, EK, > 

有 一 个 以 上 的 解 . 为 什么 不 能 应 用 定理 8? 


第 五 节 三 曲线 定理 


对 了 于 满足 抛物 型 不 等 式 的 六 数 ， 没 有 与 次 调和 函数 的 Hada- 
mard 三 税则 定理 (第 一 章 第 十 二 节 ) 完 全 一 样 的 定理 。 但 是 ,借助 
最 大 值 原 理 却 能 够 得 到 一 个 与 Hadamard 大 等 式 类 似 的 

这 里 给 出 的 结果 有 许多 应 用 ,作为 一 个 例子 ,我 们 内 它 来 证 实 
热 方 程 初 值 问题 解 为 唯一 性 . 

设 加 是 一 个 间 定 的 正常 数 , SRS aR ME 


其 中 常数 取 遍 所 有 的 正 值 ( 见 图 12). 除 : fi LIN Ah, 带 形 区 
域 {0 之 1 之 4 一 00 <x < co} 中 每 一 点 恰好 落 在 这 族 曲 线 中 
WE RZE. 


tui 


PN AN A 


| w 
图 1 
RUT? 看 成 * 和 * 的 访 数 ,计算 给 出 
Dp_ Bp n-i 
Ox: ör Cy —4y 
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工 们 要 寻求 仅 依赖 于 2 OR Co), 使 它 是 热 方程 的 解 。 为 确定 
o RNE 
oa _ oa 


af OF = oleo + op px: — rds 


因此 “ 必 满 足 


2 
积分 上 式 得 
所 以 
了 

ve 

再 积分 一 次 就 给 出 了 
oe) = (orden a) 
VP 


由 (1) 给 出 的 函数 ofp) 当 # 之 4 时 满足 热 方程 . 
我 们 考虑 函数 x,!), 它 在 下 面 将 要 描述 的 区 域 D 中 满足 
tas — ts 20, 
也 的 下 方 由 直线 + 一 0 转 住 ， 上 方 由 直线 =r, <n SD 
的 两 凶 由 抛物 线 p = p: Ro 一 p: 位 于 第 一 象限 的 弧 段 国 件 ( 见 风 
413)。 对 于 pi <e<e RIELE 
Mp) 一 max u(x,t), Mi= max n(x, 0) 


crite, Va ar egy 


Me) = max( Mp M3), 
ple) = a + balp) 
WEAR, RERKKRA 
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图 13 


a + balp) = Mo， 
a + bolp) = M Co) 
决定 * 和 b, 于 是 我 们 求 得 
oe) = M(e)lo(o2) — of p+ Mle lon) — eed, 


a(p2) — ol ps) 
Až 
v =u — plo) 
在 DD 中 满足 
Be _ by xg 
ar or 
AAS 
u(x,0) S Mi 
以 及 


u(x) Mo) H i Ca e) 时, 


ph 一 21) 财 ， 


RINGER: 一 7 PMD RL SO. 对 ”应 用 


最 大 值 原理 ,我 们 就 推出 公式 


A < Me dlo(o) — op)] + Me rlo(e) — elp) 
Me ao) — aCe) ' 


(2) 
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呈 M(p) 是 op) 的 目 函 数 。 信 怠 (2) 可 建立 如 下 的 叭 一笑 结 果 ， 
它 是 由 A. N. Tikbonow [1] 首先 证 明 的 ， 

ERI Bulet) EI olst) 都 是 wy, — = fent) EK 
D: {一 00 <r < 0, 0< < T) RIR, XA u F e Æ DU aD 
上 连续 .如 果 n(x,0) 一 zx,0) = gC), Epe RARAN X 
藻 存 在 常数 4 和 < 使 得 

luCx,2)|, [ofer] < Ae% (3) 

MOS PST He BRM, BALD ulr) = vle). 

EA, 我 们 利用 凸 狂 不 等 式 (2》， AR o <1/4 并 在 区 域 
Dy, { 一 oo <r L, OS <4 /2} 中 考虑 函数 we N= 
u(x,t) 一 ves), TEURER w0) =0, CRSA 
t2) 应 用 于 we a moked e 的 倍数 为 上 、 下 界 , 而 
olp) 按 e* OREM, RNB a> Ot Mle elm) 一 
0, 因 而 

M(p) < MCa). 


令 aS 0, 我 们 就 看 出 在 * 一 0 取 到 它 在 半 带 形 fe = 0,0 <7 
to) nie KM, HE RRO, RGAE z 


一 0 上 取 到 它 在 Di 中 的 最 庆 值 ， 于 是 ,出 定理 2 这 个 最 大 值 必 是 
零 , 所 以 在 整 条 带 形 中 w <0, I Cw) 作 同 样 论证 ,我 们 可 得 


出 在 Dit w 三 0。 再 用 直线 + 一 十 NR EX 


可 得 出 在 Da { 一 oo <r <0, wj2 <: Srn) 中 w 20, APR 
步 后 在 马 中 我 们 就 得 到 w = 0. 


FE. G) 对 = 维 情形 ， 我 们 可 用 同样 的 方法 推导 出 象 (2) 那 
样 的 适用 于 满足 Au 一 uw > 0 HER Ate + Mt 
1) 一 6 的 抛物 面 上 取 最 大 信 的 函数 不 等 式 ， 于 是 ， 我 们 可 得 出 增 
长 速度 不 超过 aU AT RHE EEM, 
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Gi) 增长 条 件 (3) 是 需要 的 . 因为 要 是 允许 比 (3) WREN 
长 ,就 能 够 找到 若干 解 不 唯一 的 例 了 ， UL Tikhonov [1]，Tacklind 
{1], Widder [1], Rosenbloom 和 ! Widder [1]. 

Gi) ARARA BOTT EE, HEA ATRE pA 
方程 的 一 般 的 三 曲面 定理 ， 对 于 满足 定理 9 条 件 的 抛物 型 方程 也 
FEBS Ete, BE, BMRA RPE Pe 
界 区 域 准 出 唯一 性 定理 ， 同时 也 可 建立 她 物 型 方程 的 Phragmeén- 
Lindelöf 原理 ,我 们 将 在 第 六 节 中 来 展示 这 种 方法 。 


习 题 
1. 对 关于 抛物 线 族 t + 2 o 满足 te u 0 AURR 


人 e HRS Aa -m 0 


形 如 《ee + Rete = a WA IR BR Bei het dae + brs 一 
m O (a, b BWI AVR EMARE, 
4 RARE A EA 
tye — o = Cxi), Mx >d,e > oy, 
u(z 0) = gC), 4x > vat, 
u(0,#) = AC), 4e> 9 时， 
EBA «SEA © HIG TR, 
5 Rui APR 2 EWG A 
Hux — Hy = F(x), x > 0, 6 > ORT, 
n(#,0) = g(x), 3 e > Off, 
LOE) + CO) = AC), > OR, 
全 多 仔 一 个 解 # 对 茶 常 数 。 使 得 eu 有 界 。 


第 六 闻 Phragmén-Lindelof 原理 
在 和 二 家 第 九 节 中 ,我 们 讨论 过 无 界 区 域 中 椭 罗 型 方程 的 解 。 


AAA A RELI A ERE IS A ne ~ of 
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E UR UTABAKI R, ERAY 
加 看 划 利 用 三 抛物 线 定理 可 以 证 明 热 方程 初 秆 问题 解 的 
PPLE RTT |x| 一 oo BR UR a 
HORRA RR, LEGA TBE LEG FPL BH ih E Da A 
AES 数 建 并 最 大 值 诛 理 ， 然 后 入 用 这 个 结果 就 能 够 把 定理 
9 家 述 的 关于 热 方程 的 唯一 性 结论 推广 到 一 般 的 抛物 型 方 各 上 


设 放 是 + 绒 欧 天 空间 汕 的 一 个 无 贺 区 域 ， 改 虑 定义 让 区 域 
一 上 DX (0,7) 中 的 函数 aCe, 7) eC mato). BR 
PAR u HEE RRR ER 


(L+ Ayu] 20, (1) 
其中 如 二 AC) <0, if Le 
L= > a, (x5) sant > b,x, n- 2 (2) 


ABRET, AUTEM A 给 出 的 最 大 值 原理 可 应 用 
THs AE, 中 于 瑟 是 无 界 的 ， 我 们 不 可 能 象 有 界 远 域 的 情形 
AE # 总 是 在 上 一 0 或 者 在 ODX(0,T) LRA HE 
i iS Ae A A ESB Bid ik EN Bl F 
九 节 第 109 页 到 第 110 页 的 讨论 )， 当然, 如 果 当 
itait + tah OWA 0 eT t 4 > 0 Bem, 
MBE: 一 0 和 ƏD X (0,7) 上 x <0, 那么 定理 7 的 一 个 简 
单 推论 就 是 在 下 中 “ <0, 因此, 我们 就 能 够 确定 当 x 一 cote 
疝 某 一 极限 的 函数 的 最 大 值 的 范围 ， 我 们 要 在 下 个 定理 中 证 明 对 
于 更 广泛 的 一 类 函数 ,这 种 类 型 的 最 大 值 原 虚 成 立 ， 
定理 区 ， 设 D 是 # 维 空间 中 的 无 界 区 域 , 义 没 E 是 区 域 DX 
C0, 了 )， 假 定 # 在 E 中 满足 (L + lel 0, RAL EBA) 
Cae WAR RRS — BRS A(x, 1) 在 互 中 有 内 .假设 


= [ES] 


如 果 当 上 — OM nO. 6D X(T) b od, WE 
<o 
证 明 . RUS Pam att t 并 定义 函数 


oa 人] = uf apt Je Tre 


E a 


其 中 < 是 (3) 中 的 常数 , B, r 证 待定 的 党 数 ， 电 直 接 计算 可 得 


人 | 


= Ele + AOS ay, B+ Haw, 
一 tint X; 
其 中 
der Ñ ter 
H =E +- 
r) on o G FS 
Can bye) t Aer) — p— TE, 
(r— er) 


因为 抛物 型 算 LR mee Ee Ba 


£ ap, SMP, 


ETTI 


所 以 
207 
Y— cet 


-y a= wmf 


x 5 Can E b) E Alx) — al. 
现在 我 们 定义 常数 
a= sup D3 bx; | NE sl. 


urez 


PERY > 一 u> 0, Hiz) 就 we 


LERDE -72 j -sry — 2) 引 


人 7 一 ct 


一 eY 4 < a 
-le— -4+ Xu 外 |. 
现 取 7 如 此 之 小 使 上 式 右 端 第 一 个 括号 中 的 表达 式 对 区 癌 


] 


{0.7} 
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2c] 上 的 上 EAEE, BAER A 如 此 之 大 ， 司 第 二 个 括号 中 的 
表达 式 恒 于。 所 以 对 这 样 选 出 的 8 和 Y， 我 们 得 到 在 D X [0,7/ 
Ze} Hx) <0. 

HI Dy 表示 DD 在 球 Pt Gt ce teh RAB. h 
ERT, PAR v(t) TE De X [0,7 /2¢] WAR ERAS EN 
大 佑 .对 任何 = > 9, 条 件 (3) 表 明 对 某 个 酝 意 大 的 R 在 6Dx X 
(O.7/2cl EÝ o<e, Yt = ON MA o <0, ALTE DeX 
[n.7/2e] Ih vce, R> OR c+ 0, RMR D X 
Io, r/te] dio <0, HEB xe DET of, 7/2e)< 0, MYL 
:一 Yf2c RB = 0 作为 初始 面 , 可 以 重复 以 上 的 全 部 论证 . 
这 样 我 们 得 到 在 DX [r/2e, Ur/2e)) Re <0, 经 过 有 限 步 
后 就 可 得 出 在 中 v 私 0, 因此 在 E 中 也 有 ush 

BSE. Gi) 从 证 明 的 细节 中 可 看 出 假设 量 
了 Sa atx (T+ 全) Dom 
a 
Wh LARRY. mA, WME 4 < KO +r), Hh E 
个 常数 ,而 0<8 < 1, 那么 容易 看 出 
h < KP + Cria HN — 6) + rr’), 
从 而 仍 能 完成 定理 的 证 明 ， 

Gi) 如 果 Wt) 三 9， 那么 我 们 可 从 中 减 去 任 一 常数 ,并 
应 用 定理 10 得 出 x 或 在 上 一 0 或 在 OD x [0,7] 上 达到 它 (无 
论 正 或 负 ) 的 最 大 值 。 如果 AG) 所 0， 对 于 非 负 最 大 值 也 可 得 
出 同样 结论 - 

Gi) 对 满足 (2 + Die] <0 的 函数 ,我 们 有 相应 的 最 小 信 
RE. SAMA SERB, 我 们 把 定理 10 称 为 Phragmen- 
Lindelöf Jie PH, 


下 而 的 唯一 性 结果 是 定理 10 的 一 个 直接 推论 
定理 11. 设 a(x) oC) 是 
CL + an] = fxr) 
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在 DX (0. T) 中 的 解 ( ER) Wau 和 vv 在 (DU8D)x 
[0,7] Le, ZED 

u(x,0) = o(x,0) = g(x), 
在 8D x Lv,T] E 

ulæ,t) = ulz) = gh Xt) 
WE, luj lol 都 对 某 常 数 > 0 满足 条 件 (3). WAr= rE 
D X [0,7] 成 立 。 

TA. 我们 定义 w 一 “一 ”并 注意 定理 10 可 应 用 于 w, A 

此 在 DX [OT] 中 w 志 0， 把 局 样 的 论证 再 用 于 《一 w), 了 从 而 


wed, 


附注 。(i) 在 这 里 和 定理 8,9. 中 ,我 们 假设 了 解 连续 地 取 初 值 

和 边 值 .但 是 ,例如 ,只 假定 x 对 每 一 个 x 是 上 的 连续 函数 就 不 够 
了 , 即 妈 果 我 们 只 假设 对 也 中 每 一 固定 的 x 
limes) = gi), 


结论 便 不 正确 。 为 验证 这 一 点 ,我 们 令 工 一 Z - fem 


u m ee 


于 是 对 所 有 的 + > 0 和 一 co< r oo, u WE Liu] 一 0. 我 们 还 
知道 对 每 一 固定 的 实数 = 有 limur) 一 0。 但是， 并 不 恒 等 
于 零 ， 实 际 上 在 (0,0) 的 每 个 邻 域 中 上 述 函数 是 无 界 的 。 

Ci) Phragmén-Lindeléf 原理 (定理 10) 和 唯一 性 结果 (定理 11) 
MES RIE SAS RAD AVE OD X (0,7) 上 满足 更 
一 般 的 边界 条 件 


Bu + pu — glwt) 
Ov 


的 解 上 去 。 

Gi) 上 面 的 结果 和 证 明 都 和 对 得 圆 型 算 子 建立 Phragmén- 
Lindelöf 原理 时 用 过 的 结果 和 证 明 相 类 似 。 事实 上 ， 我 们 能 够 不 
加 改变 地 照 报 整个 补 圆 型 理 沦 ,并 且 还 能 找 出 那 种 何 外 集 ， 即 在 
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适当 的 条 件 下 在 它 上 面 可 以 不 规定 远 信和 的 集合 。 存 这 方面 提 一 下 
以 下 事实 是 有 意义 的 ， 如 果 一 个 函数 x) 满足 椭 辣 型 不 等 式 
C(L + Ajla] > OMA AT: St EX, E EWERS 


式 ( 二 十 一 全 ja] > 0, 假 抽 我 们 有 如 下 的 Phrgman-Lindeit 
i 


定理 , 它 断言 工 十 一 Zyl So 在 DX (0,7) 的 非常 数 


Ho APRA BEET ES t= 0 时 在 DD 中 的 最 大 入 或 它 在 
MAR ƏD x (0,T) WER SX (0,T》 上 的 最 大 值 .” FRE 
ARa EDN PRES EINER. IRR OR, 如果 《6D 一 


5) X CT) RAMI FL a 2 的 列 外 集 ， 则 9D 一 5 就 


IB FLIIR. 

男 一 方面 ,如 果 我 们 有 正 函 数 序列 vo EMRE BBL IER 
HBAS 工 十 的 具有 例外 集 6D 一 3 的 Phragmén-Lindelét 
SCR AEM 19)。 则 这 辐 一列 函数 对 L + 4 — Laws 


APh (OD ~- S) X (0,T) 的 Phragmén-Lindelof 原理 。 

Gv) 只 要 知道 了 Phragmén-Lindelof 定理 并 能 解 出 一 个 适当 
的 边 值 问题 ， 就 可 以 用 第 二 章 第 九 节 中 对 椭圆 型 方 程 曾 用 过 的 同 
样 方法 来 建立 可 去 奇 性 定理 . 

C) D. G. Aronson [2] 已 经 得 到 了 更 一 般 的 可 去 青 姓 定理 . 


第 七 节 非 线性 算 子 


在 第 一 、 二 章 中 我们 已 经 证 明了 怎样 利用 最 大 篆 原 埋 米 得 到 
非 线性 方程 的 结果 ， 可 以 用 同样 的 方法 来 给 出 卡 线 姓 山 物 泡 方程 
的 结果 ,我 们 考虑 向 量 芝 一 《ztzay at) = (Pi, Pesta) 
VARA R = Cr, dois 12 令 FCs, p R) EE 
a t Qn t 2 PR REE HT HI, 我 们 将 用 记号 Fæ, 
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Pra) RAR LINO, 用户 和 ro BR PM BERG. WOR 
对 所 有 非 堆 实 向 姓 者 一 oiai) MEP, 一 -fi Aras 


i: 在 给 定点 Ce, 1) HARE RA BEB KRC JEP A SL BID 
EEN 
Digo, CERTES G) 


BATTLES FORT ROB x(x 人) ERAEN LAY, SRF A C) 
SSL BUA LAREN F ERIR E EA 
圆 型 的 . 4 PA WH, ERE RE 


: 
Liu] = F (x1, 2, Ou )- bu 
az; Bx,0x;) Be 


G) 


是 抛物 型 的 . 
我 们 可 出 (如 定 坦 7 给 出 的 ) 最 大 值 原理 来 比较 非 线 幅 
KEDY. Bee 


Lin] = f(x,2) 
在 (x, 让 空间 的 区 域 下 的 解 ,其 路 工 由 (2) 给 出 
EE RR 


Llwl<f. 
TUNE A 
(x42) = u(x,t) — a(t) 
HB RASACA FRR a SE) - 
FCE, tyty yay) — P08 Urse) 一 a 六 0 


TAS RRS SEE. A otsi Ober LE 
在 变 元 Out — Ow, Buy + CL - Owe, sens 十 (1 一 9)X 
wa SF SS PRE RIRE 


(OF \ Ov (2) ðv . (OF ðv 
- + + -2 20. G 
2 lorD D3 Bp, Ox; lau!” — a @) 
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RTBF AEU On 十 《1 一 0)w,0 6 <1 的 所 有 通 数 在 E 
中 是 椭圆 型 和 的。 在 这 个 假设 下 ,(3) 的 左 端 就 是 函数 + 的 线性 抛物 
MAT. 我 们 可 图 最 大 值 原理 (定理 7 后 的 附注 (ii)) 来 得 到 结论 : 
AUR v EDGARA LAEE e Æ E pIE. 
上 汪 过 论证 实 了 关于 通过 的 以 下 结论 . 
定理 12. 设 忆 是 = 维 空 间 的 有 界 区 域 。 又 设 E=DX (0， 
T). 假设 * 荐 Llu] Ke) 在 BE 中 的 解 ， 工 由 (2) 式 给 出 , 而 
R. e 满足 初始 条 件 和 边界 条 件 
o{x,0)= g(x) DH, 
HX) — ght) Æ OD X(T) k. 
FRR = 和 ZzZ 在 5 中 满足 不 等 式 
LIZ] & Kæ) S< Liel, 
4 0<O<1 时 上 关于 函数 oat (1—0): 及 Ou + (1—8) = 
是 抛物 型 的 ， 如 果 
a(x,0) ge) < Z(x,0) EDH, 
2Sg6Z 在 8DXf07) 上 ， 


PAE EM 
2(%,7) S u(x,t) S Z(x,2). 
例 . 通过 均匀 介质 的 一 维 热 流 由 非 线 性 方程 


Bu _ 8 (py) Ox 
Bf ra ) a) G 


WERT i ERAH TOR SE. AAMEN 
ARR u 是 抛物 型 的 ， 因 为 仁 何 常数 满足 (4)， 因此 应 用 定理 12 
我 们 可 得 出 : 对 于 任何 解 x， 其 最 大 位 和 最 小 代 必 在 初始 时 刻 或 
WR EREI. 


FIG BMA wy WD Rea 
“VATE WS AE Bt Bd OR SAS eK RE PS 
SG My AR SRI. A A Pe 


-azne 


{Kt ETORREN] 

的 集合 ， 将 它 看 作 是 一 个 克 维 向 量 alx, 7) 来 处 理 . Ax db 
维 欧 氏 空间 中 具有 分 量 az zw 的 一 个 点 . 同 向 量 如一 起， 
还 给 出 不 个 一 致 抽 物 型 算 子 

Lem 3) Oe ee + Dyan a 2, 

v= 1,2,-:-,&, 

我 们 再 引进 以 let} gov 一 12 过 AIR X k R 
BRIE H = H(2,7), 

我 们 将 对 形 为 


k 
Lila] + > hro > 0, 


ont 


R 
Llum] + >) butt, = 0 
ala, a 2 > a) 


k 
Laiul + >) hii S 0, 
S 


的 抛物 型 不 等 式 组 建立 最 大 信 原 理 . 

我 们 注意 到 (1) 的 每 个 不 等 式 仅 仅 包 含 一 个 分 景 的 导 效 ,这 个 
不 等 式 组 只 是 由 不 求 微 商 的 项 焰 合 起 来 的 ; 我 们 把 这 种 形式 的 不 
等 式 组 称 为 强 焰 合 抛物 型 不 等 式 组 .在 研究 几 种 自然 衰变 物 岳 同 
时 扩 获 时 就 会 提出 这 种 不 等 式 组 . 

我 们 作 一 附加 的 假设 : ERE H KIER ARIER F: 

hy > Oya É pL 2 (2) 

我 们 用 记号 <0 来 表示 它 的 每 个 分 二 加 和 一 1 2， 过 是 负 
H. RME a <0 PRBS AFE. 

ME Ce 十 1) 维 空间 形 为 E— D x (0,7) 的 区 域 中 请 足 严 
阁 的 不 等 式 组 


k 
Laul +D ha> 0, p= 12s rok G) 


EE 
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BORA a BEAR. BAREIS 系数 
Oh, Of A dy 在 E 中 有 界 .现在 来 证 如 果 在 :一 0 和 车 OD x 
(0,7) ba < ONE Epa <0, 为 此 ,我 们 假设 不 等 式 a,r) 一 
9 在 E 中 一 -点 P(x, 站 处 不 成 立 。 ER BE a(x) 之 0 的 z 
值 的 最 小 上 界 . 于 是 由 连续 性 可 得 o(x,2) 二 0, 而 且 在 E 中 其 点 
(Da 的 某 一 分 量 必 为 堆 , 即 至 少 对 一 个 分 量 ee RIA CEE) 
=0, ABE <TH a <0, MAE (22) 

Lila] <0, (4) 
又 出 假 设 (2) 在 (2,2) WA 


k 
Di hah, 6) 


v=1 


结合 不 等 式 (4) 和 (5) 就 与 (3) 中 第 7 个 不 等 式 矛盾 ,从 而 我 们 得 到 


BEC) Gt EE a a RAR 
理 ,我 们 首先 选取 常数 8 使 得 
k 
有 一 > halat) > 0, po1,2,.. 


E E PRR MS ETER HURRA E PAR, ik AREA 
能 的 ， 于 是 ,车 寿 E 中 满足 不 等 式 组 (1), 我 们 看 到 对 于 任何 
e>0 
k 
Lalita — ee] + > hultis — ee] > 0, 一 1:2 过 


在 五 站 成 立 。 SEDEX re = up — ec, p= 1,2, k HIER 
BAM zx,/)， 并 注意 到 从 在 :一 0 和 机 OD x (0,7) 上 成 立 的 
ASA a <0 Fe <0 在 同样 的 点 集 上 成 立 。 对 每 个 e > 
0 前 面 对 满足 严格 不 等 式 组 的 函数 组 建立 的 最 大 值 原理 对 是 成 
立 的 . 令 > ORME Eth a <0, 现在 从 hw 之 0, p 
Ar 可 推出 它 的 每 个 分 基 wn TE Ep RE 
Lyle] 十 hutin > D, 
对 任何 常数 8, 我 们 把 这 个 不 等 式 改写 成 
= 2226 


Lule’ aad + Chan + Beu 0 EED, 
选取 站 是 够 大 使 A+ 8 SO 在 E 中 成 立 . 由 于 在 E 中 mS, 
我 们 得 出 

Lale”ua]l >00 EEG, 1 

Ou SO 在 ?一 0 和 6D X (0,7) 上, J 


从 定理 5 可 得 。 如 果 企 某 内 点 《xp 名) 处 m = 0, BBA. As 
时 omy = 0， 这 样 我 们 就 得 到 了 如 下 的 强 最 大 值 原 再 

定理 13， BOL 在 有 界 区 域 ED x (0,7) hi 
扫 物 殷 不 等 式 组 (1)。 如 果 在 :一 0 和 OD x (0.7) 上 
ERREKREO), IEE h a < 0, TAL NR ME TA Cas 
40) Abuu = OU < BE ae, 

对 不 等 式 级 (6) 应 用 定 旬 6, 我 们 可 得 出 以 下 能 结论 . 

定理 14， 设 在 区 域 一 D x (0,T) 中 满足 不 14 
UHWR), HAL a <0, RAIS u 在 OD X (0, 7) 
的 一 个 边 蜡 点 了 处 为 只, 又 车 存在 以 上 为 其 这 办 点 的 二 中 的 不 天， 
EREK R we < 0, 风 在 点 的 任何 外 方向 导数 

Bute 
ey > 0. 

EL 13 和 14 BR, BAER. BRATZ), 
ER a ORKE, MERTE E GORRE IATER HA 
的 函数 w。 我 们 只 需 把 同样 的 方法 简单 地 用 到 以 a M 
+ 一 1,2，… ,不 为 分 量 的 向 量 本数 上 去 即 可 ， 为 此 ， 沉 楼 仿 :2 
eH HERR 


to) 


4 
Dhe SO, 12 (7) 


对 常数 M ,我 们 把 《个 分 量 都 等 于 M 的 向 量 定义 汶 向 导 M. 

定理 15。 假设 满足 不 等 式 组 (1)， WRN), Mik 
r= OWE DPRA AD X [0,7] ka— Me, WA, w 
SAM > OME E =D X (0,7) Ha—-M<0, 如果 在 E 的 一 内 
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点 Gest) Mba =M, WH 所 时 wi =@M. URE PRA 
BH 14 中 指出 的 性 质 的 边界 点 P 处 u 一 好 并 在 一 适当 的 球 天 中 


we <M, Mg PR OM > 0, 其 中 2 是 任 一 外 方向 导数 . 
ov Ov 


附注 . (i) AFL A SMES ae SM 
Ha = ape, = 152577 ok, 《8) 
可 得 
e" L alta] = halaa] — co p= 12 大 
因此 , 当 妇 满足 不 等 式 组 (1) 时 , 向 景 豆 就 满足 一 个 同样 类 现 的 不 
等 式 组 ,但 在 每 -不 等 式 中 要 用 hn 一 “代替 hae, BR e 充分 大 
ED CHASM ERMA RT RAR). 
GD 假设 在 一 个 内 点 (xX),4) 处 # 二 村， 杆 是 当 Sr wi = 
M 且 (1) 的 第 + 个 不 等 式 灾 成 


k 
DD hatte BO. 
WOO AR a < MYR, RAIS 


k k 
BD) hu SMS) he <D. 


t 
内 此 ,所 有 这 些 不 等 式 必须 是 等 式 .特别 当 ! 4 时 了 》) ,二 0. 


MR REER ACE, ibh 0, << NBA ey = M ,即使 
hesto) = 0, (RATE AE TREK PETE heat) HOB halo, 
t) 关 0, 我 们 也 能 得 出 ww = M :所 以 ws = MR BRE 
非常 特殊 的 情况 之 下 ,我 们 可 以 得 出 : ME Cx) = M, WS 
r&n u= MMM SAME. 


定理 15 给 出 了 下 述 癌 题 的 唯一 性 定理 以 及 解 的 界 : 
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， 、 
Lylial 十 > buts = te HDX (0,7) H, 


per 
4,{x,0) = gx) EDH, = 1,2, Re 
“u= ha ETL X (OT) 上， 


a k a 
Dhe + Dsum he HES COT) Es 
P u y= 


其 中 力荐 维 欧 氏 空 间 中 的 一 个 区 域 ，T,UT = aD, 每 个 2 


部 是 外 方向 导数 ，f。,g，2, 各 都 是 给 定 的 函数 , 互 满足 条 件 (2)， 
THREAD {su} RERE S 具有 性 质 


k 
Sry 0) WAVED) Say 2 Ogee l, 2 


val 


如 果 与 时 间 无 关 的 向 量 函数 xx) EKR rH LIRA HE 


Bu, ž ôu S 
P E 十 D Bf E e D hunt 2 0 
2 oa H on , 


a= 1,2, taks 

Wag DX 10,T1 PEC). WRHREREODMO), R 
们 能 够 用 定理 15 来 建立 最 大 值 原理 ; 如 果 在 OD 上 u< M, H 
M>0, WED u< M., KR, ROHR Baal - 
个 最 大 值 原理 我 们 注意 到 变量 替换 (8) 已 不 再 适用 ， 所 以 条 件 
《7) 对 糖 贺 组 是 一 个 真正 的 限制 ， 


附注 。 (i 上述 结果 可 以 被 推广 米 给 出 形 为 
Ou Ous Pu, Oue ... Bus) 


Fy (x tu ae > atta 
ee” Ox, ? Br, ” Ox? Orð 8x2, 


— fs p=l2ak 


EAS HS ESR EE MANE BE, 
Gi) 如 果 不 等 式 之 间 有 更 强 的 耦合 关系 ， 例 如 在 一 阶 导 数 项 
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PLT We ORB. Pán Be 
u, m met, me 一 4 人 一 二 


EKI E; {9 = 


<1,0<1<1} 出 满足 不 等 


tes 一 ty 20, 


组 


rse — Duse — hn BO, 


[Eè s Wee FE £ = LOR AY BAO EARE T m ERR = 一 
ELETE. RR, WR RA ERER Y BRAE 


能 言明 显 地 加 强 ， 

《证 》 对 另 一 类 绚 术 全 抛物 组 ,Szepricky [1] 和 Stys [1] 给 出 
了 不 同形 式 的 最 大 值 原 理 ， 

Gv) Habeiler i Martino [1] 讨论 了 弱 耦 合 地 物 组 的 一 个 应 
用 以 及 它 的 其 些 性 质 ， 


习 题 
于 .证 明 问 题 


uy em 


Sr ght tm ao 


Gu. EUSES RELI 
— 228 + 2 = 0 


(0,4) = dt) = 40,0) = “2a, = 0, 


x50) = sinew, 


(7,0) = 0, 


LUID 的 上 ,下 界 。 
2 SURE DUAD PEENE wl x) > 0 gE 


其 中 
本 
one 
那么 ,9D 上 uMw ABEN Meo 时 在 了 中 usa 
BOR: Rih n/u, 的 不 等 式 组 。 


Ly als) +D 


Ox; 7 
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M. Picone [3], M. Kezyzafiski [1,2, 3],W. Mlak [1], R. Výberný {11, 
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121 和 B Tini[1] 给 出 了 可 去 奇 竹 定理 。 

M. Nagumo 和 S- Simoda [1], H. Westphal [1], O. A. Oleinik 和 T. 
D. Wentzel [1,2], P. Besala [4], J. Kadic 和 R- Výborný [1], $. Kaplan 
fi], 3. Szarski [5], R. M. Redheffer [4] 以 及 T I. Kolodner Ñ R- N. 
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Mah Jip. J. Scheoder [1,2], P- Besala [2,5] 以 及 A. MeNebb [1] 等 给 出 
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REPT KEA AM REED AOA RR. R K Jubere [1] 证 
HITARAR RAI — Ph SP SAS Aho ERPE Ye ARRIERE EET E 用 一 
AME AR LENSER ARARA. 

J. Hadamard |1] 和 B Piaif2] 证 明了 热传导 方程 的 Harnack KER, 
J, Moser [2] 对- -AEE — ARAI RAE he FD ah 了 Harnack 不 等 
sk. D. G. Aronson 和 J. B. Serrin [1] 以 及 N- 8. Trudinger [2] 把 它们 
HEP SIT PRE. MAA) Harnack 不 等 式 和 Liouville 定理 是 Se 
D. Eidelman [1 给 出 的 。 

K. Nickel [1], 0. A. Oleinik [2] 和 W. Veke 已 把 最 大 值 原理 用 到 了 
粘性 流体 流 的 边界 层 的 研究 中 去 。D，G. Aronson [1] 还 发 现 了 最 大 值 项 理 
在 奇 摄 动 问题 解 的 渐 近 性 质 的 研究 中 的 一 个 应 帮 . 

M. Picone [1], G. Fichera [2,3], P- Harunan 和 R. Sackgeder [1]，O- 
A. Oleinik [3,4】 对 有 形 锋 为 


È =t = COE ETOT) 
(YO UDE Hh RAER o HEA TEE A BT FE NR 8 
F620 
Pon 
的 解 忆 经 得 到 并 应 用 了 最 大 信和 原理 . 


É L. Bers, F. John 和 M. Schechter[1], P- Garabedian [1], G. Hellwig 
[1], L G. Petrovesky [1] 以 及 H. F. Weinberger [4] 等 节 中 可 以 找到 最 
大 值 原理 的 其 言 介 绍 。 在 A. Friecman [1], W. Walter [3] UE J. Szarski 
[5] 等 书 中 ,在 E. M. Landis [1,3], A. M. lin, A. S. Kalashnikov 和 O. 
A. Oleioik[1], 以 及 O. A. Oleinik 和 S. N. Krožkov [1] 等 综合 性 论文 中 
有 与 热 物 型 优 微 分 方程 有 关 结 果 的 广泛 的 评述 、 
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第 四 章 双 曲 型 方程 
第 -他 波动 方程 


双 上 曲 型 方程 和 不 等 式 的 解 并 不 显示 出 前 几 章 研究 过 的 那 种 类 
型 的 最 天 值 片 理 。 即 全 在 两 个 自 变 量 的 波动 方程 > 
Her 一 trr == 9 ct) 
DOME AR EF CARERE” CED A A 
可 以 在 内 点 达到 .例如 ,我 们 注意 到 函数 
“= sit rsin t 
满足 上 述 方程 但 它 在 正方 形 0 <x<m 0 <r <a hes 
(#12,x/2) 达到 它 的 最 大 全 
为 了 找 出 一 种 可 能 的 最 大 值 原理 ， 我 们 来 研究 双 曲 型 方程 
定 的 边 值 利 初 信和 问题 的 性 质 . 
波动 方程 (1) 找 述 了 均匀 玖 在 张力 作 诈 下 询 横 向 运动 。 对 于 
这 种 力学 系统 最 基本 的 问题 是 初 值 问题 。 在 这 种 问题 中 我 们 在 
4 一 0 的 某 区 闻 2 <a < 29 LUET «a! 的 值 ， 我 们 将 肥 


Ri] 
m 


WEW, EDRR EE BEC = 0 ERN 2a < x 所 28, 以 友 首 
过 点 (2es0) 和 《28, 0) 并 与 x 轴 夹 角 为 土 z/ 的 直线 作为 边 的 三 
AY) CUE 内， 运动 就 被 唯一 地 确定 了 。 我 们 的 证 明 是 利用 
Riemann 方法 可 得 出 这 个 问题 的 显 式 解 . 
Be OU A HR 
Ll 4] = tex 一 tee 


在 以 AQa,0),B(28,0) 和 CCa + 7.6 一 四 为 顶点 的 三 角 天 


D 


* 


1) ERMA RTPA PRATT, Win xxx BAS. 
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中 被 给 出 ， 我 们 纯 形式 地 进行 推导 ,考虑 表达 式 


5 


简单 地 应 用 Stokes 公式 2 可 得 


ff Llaldxds = f 


Cuse 一 un dade, 


jf Lful]dxdt = f udr 十 E (udt + edx) 


可 


十 
AARRE BC dx 一 


— dt, BR CA dx 一 


4 
(u,dt + wdx), 
c 


dt, RAE 


j Llwldeds = F mdr 一 F (udr + udi) 
j 4 a 


十 


4 
o r +de), 


后 两 个 积分 观 可 积 出 ,于 是 ene 


(| zaera = 人 we uA) + ul B) ~ 2ul 0) 


g 


或 


WC) = FEMA) + (BY) + SI 


-4f Llwléxde, 


5 


1) 二 维 的 Stokes 定理 断言 : 
PB p) 和 ge), 我 们 有 


Gee 


oy 


uax 


(2) 


RGGI OD Morty RRM D AREER 


+ Sh jards -§,5 (pdt = qax), 


其 中 红 6D RARE TANT, MEST EO Y y Ah 


法 
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NO BIE Cdilds,— dxfds) (TREY, 


Ask, # EC 发 的 值 由 wxC20,0),u(28,0), 1 一 0 F 2a < ax < 26 
中 的 ŠE 以 及 万 中 的 L[4] ne 


RE RITE SIMA 
Lie] =o ADs B) 
以 及 
Bu (0) <0, 2a Kr KIB (4) 
a 


则 
WC) <4 (wld) + BY]. 


如 果 在 特征 三 角形 ABC 路 任 取 一 点 C'， 我 们 可 通过 * Hh 
A,B EERE CAUSE Sue 4B'C'。， 二 是 用 同伴 的 
方法 可 求 得 

AC) TEAM) + BV. 


从 这 个 不 等 式 显然 知道 + 在 三 角形 ABC 中 的 值 不 可 能 超过 * 在 
初始 直线 契 AB 上 的 最 大 值 ， 因此， 如 果 “ 满足 (3) 和 (4)， 它 在 
BAER RRM, RCRA oS 
WEA AREER RARER. RAE RE 
u(x,t) = cosxcost 
RELL = 0; 还 满足 
on) 


一 0 
ory > 


# 在 初始 直线 上 的 (0,0) A (20,0) 达到 它 的 最 大 值 , 而 且 它 也 在 
Casa) RGE EN, 

KAROA: WRAN (1,0) 在 AB LPR DERA 
EDIP Lia] > 0; 那么 * 在 C RPM DP ETE A FB PE 
ti Ace AE FRATAN ORM a fh AB 的 最 天 
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fi Wik Dd a<M, 


习 题 
LEER: ARER 1 所 永 的 区 域 口中 Le] ie 一 tr +0. 又 如 果 
we ,0)SM <0, (x,0)60, MEDI w<0. 
2 .证 明 ; 如 业 丰 图 1 PARSE ARDY rx — e| 4s KAT] eCo) 
=F, [n(s,0)}<C, 则 


fue] EB + Crt pa, 


第 二 节 PARMA TE 


现在 我 们 求 芍 虑 算 子 
CL + AM ws tit Cept uy ef xu + B(x), 
并 应 用 我 们 对 波动 方程 用 过 的 同样 方法 . 鞍 仍 用 刀 表 示 同 样 的 三 
角形 区 域 43C( 图 1)， 如 采 # 在 中 满足 (L + Aal =O, A 
Stokes 公式 我 们 有 
o< ij Liter — uu + du, + eu, + huldede 


j 


一 i (a — d, — ended + p Gu — ew)ax 


+ F [tg + dade + Cu, — en)dx] 
+ Leet dudt + (un, — en)ar], 
I BCH de= di, Hh ACH dzo dt ,我 们 就 得 到 关系 式 


z 
Ch — d, — c judzdi + | (a, — eu)dx 
4 
c a 
一 人 (ude + udt) 十 | (udx + udt) 
c 
c 
+f u(d + edt + [a ede 0, 
z c 


操 第 三 ,四 质 积分 积 出 ,我 们 就 有 
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wey È LCA) + of BY] +4{f (h — dy — e Judzdt 
A 
+ af" Cu — ew)de + if wld + ed 
tre 
+ zhe —d)dz. 


BOR Tt BUA Aii AD AB AE IE jA TBI ow BE 
天 值 原 班 必 成 立 . 我 们 假设 


u — eu SO EAB E, 
u <0 在 4B 上 ， 
h—-d,—¢,20 在 D 中 ， a 


dteet 在 已 中 ， 
e—d=0 在 台中 . 
假设 #* 在 D 中 蘑 处 不 是 负 的 ， 王 是 ,存在 一 点 Den), 使 得 * 在 
这 点 为 罕 ,并 使 当 : 到 博时 在 所 有 的 (xs 上 是 负 的 , 在 这 种 请 
形 下 ,在 与 48C 相似 的 4'8' 在 * 轴 上 的 三 角形 ABP Hw <0, 
我 们 有 ， ， 
O= P) KE aCA) + uC BD + zh) Gnd 


y 
— e,)udedt + +f Cu — eu)dx 
了 


Lt? 10 
+ Af” ,ue teddt + af ule — dar, o 


ERE RETE AORA RAAE AT F 
DEDE x <0, 公式 62) 中 的 不 等 号 适用 于 只 中 的 任何 点 已， 而 
且 , 如 果 我 们 殷 蛋 那些 包含 积分 的 项 ,不 等 式 将 得 到 加 强 ， 因 此 我 
MEH AP) 不 可 能 大 于 AB 上 两 点 处 * 的 平均 值 . 

我 们 希望 放松 (1) 中 在 AB 上 严格 的 不 等 式 « <0, 而 代 之 以 
EAB 上 a 9。 为 此 我 们 假设 < 有 界 ，# 上 有 界 . 于 是 经 计算 
知 , 当 4 充分 大 时 ,不 等 式 ? 


1) 在 这 一 章 中 * RIBET RAMA, EE ARATE 
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CL + Ade] =f — a? + ea + Ale? SO 
O ggi et 
ar © J-— ce Sd 
成 立 ， 所 以 ,如 果 用 条 性 
a— end {EAB 上 ， 
<0 在 4B 上 ， 
h—d,— e, >20 在 Di， (3) 
dte2>odO 在 D 中 ， 
e~d>0 在 DPD 中 、 
RERO) RIRIA e> 0, 明 «一 ce” 不 超过 
HINA. 令 一 0， 我 们 就 得 出 * EAB 上 取 到 它 的 其 
RERNE TATTER MEEDE (L 十 3) [x] = 
PRAGA, MED < 0R. 


3 题 


和 一人 0 十 10sr>0} 
AHRI. (ED h u fie 
Ele] = tas =i ta + Hey SD, 
如 果 wx,0) 二 0 和 m(e,0)<0, REED h uxo, RAF 
Ele] Euse — te + tte 
公 著 上 ,同样 的 结论 是 否 成 立 ? 
2. 候 设 * 是 
fae Hit the m D 

在 第 1 题 所 规定 的 区 域 了 中 的 解 . 如 果 0) <B, 1alx,0)1<C， 试 证 
明 在 2 中 

Ww | EB + Ce — 1), 


第 三 节 ”二 维 双 曲 型 算 子 
现在 我 们 把 上 一 节 的 结果 推广 到 一 般 的 二 阶 算 子 
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Llu] = auss 十 btu + cau + dust cu aw 
EE, asb Me E rs MOE ATR, d Me Ery 的 
FEST PDAS ME AER (x, 让 
Bac >, 
虽 称 二 在 这 一 点 基 双 则 型 的 .如 果 它 在 区 域 六 中 每 点 部 是 友 曲 型 
AS WIA EE DHE ih UN. 如 果 存 在 常数 & 使 得 在 D 中 如一 
ac > p> 0, 划 称 工 在 D 中 是 一 致 双 昌 型 的 . 


工 的 特征 曲线 或 特征 就 是 常 微分 方程 
(By -2 全 Jr 
DE BD “- 我 们 得 到 两 个 微分 方程 
de chee ee 
一 


de 
TAYE BE MS PA IE, MARZ c 妈 9, 通过 DD 下 
的 每 一 点 《x, 2) 和 应 于 根 式 前 的 两 个 符号 必 存 在 两 条 特征 线 C， 
Fc. 
RMRA LEPPE: >00 中 是 双 曲 型 的 ， 并 且 存 在 常数 
滞 得 在 :之 0 处 有 


cKaZi, 
WCE +> OREA FEA C ERRER i RAA 
AA C4 与 * AER, MBER Cx 轴 的 交点 《 见 图 2). 
《为 了 保证 特征 曲线 AC 和 BC 的 存在 性 ,我 们 假设 abse BAH 
cr) 


线段 AB 和 两 条 特征 线 4C，BC 构成 一 个 ( 曲 边 ) 特 


"还 


55 工 相应 的 共 辑 算 子 是 
工 *[z = (av er + 2Cb0 er + Cev)u — Cae), — Cer), 
= aver H bve + cvn + (2a, + 2b, — dx 
+ (2b, He, ev + Cass + ber 
+ en — dem ee. 
这 个 算 子 有 与 工 相 问 的 特征 曲线 .而且 ， 它 具有 如 下 性 质 : 任何 
其 有 二 阶 连 续 导数 的 函数 uv 必 满 足 桓 等 式 


oo — ab Loy P lalva, — 10.) + blon — uv) 
r 


— (a, +b, — duv] 


8 vu, —uv,) + clon, — uv) 


+ 


— Cb, + er euv]. 
Blo = 1 并 应 用 Stokes 定理 ,我 们 得 到 


Woe La} — ab * (1 Dade = F {Lae + bu, — ula, 


+b, — dy de — lbu, + cu, — ub, +c, — e)ldx}, 
(2) 


其 中 右 端 的 积分 取 在 曲 迪 三 角形 ABC 的 边界 ABCA E, 
ERE AB 上 dz = 0,4 CATER BC .上 


dr =} (mb VP ac dt, 
e 


所 以 沿 C- 
adt — bdr = —V b — acdx, 
bat — cdr = —f b — aidi, 
从 而 


| {Low + bulder — [bus + culdxr} 一 -fvr ee 


+2366 


X Cade + udt) = —V C — ae aC) 
4B acu B) + f nd VB ac de, 
B dt 
RME 

A A — 
| (Lane + buldi — [Buy + culdz} = | Poe 
< c 

X (uada + udt) = y b — ac ul A) — N Bac 

x we) + | 


c 
a dt 
些 结果 结合 起 来 ,我 们 就 得 到 

24 P —aeWC)=V P— aed) VE ac WB) 
+ F “Kadt + p uK -di 


+ feer — Llal)aras 
+ 


[ulb. + c; — e) — bu, — cn, ]dx, 
a 


(3) 
其 中 
Ki = KC = (VP ae), + SVE ae), 
xe +e eW b ae 
[EU ac) t ast b= d 
xta]. (4) 


除 双 曲 型 算 子 工 外 再 给 出 函数 AC), 我 们 希望 对 在 以 x 轴 
的 一 段 为 部 分 边界 的 区 域 品 中 满足 微分 不 等 式 (L +h) [x] SO 
AGO + eK I 
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RMN Se <0, 所 以 余 法 向 导数 中 2 的 承 数 是 正 
I. AE = 0M e 一 一 1 时 (和 上 一 于 中 一 样 ) 就 有 -名 -= 
Ou 
ðr’ 

如 打上 尝 平面 + 之 0 中 的 区 域 D 有 具有 人 性质 : 了 的 每 一 点 C 所 
对 应 的 特征 三 角形 ABC CAB 在 * She ED MERE 
平面 :> 0 中 的 一 个 容许 区 域 、 例如， 可 令 了 是 5 > 0 中 一 个 将 
定点 所 对 应 的 特征 三 角形 。 也 可 令 吕 是 无 穷 长 带 形 O<t<a, 
Bh, UD Ht SPR RIC BS PE SBI RM Dt 
是 容许 区 域 . 

EDH -A CRIT 
K: 

2E acul) = Vb — acul A) + F ucul B) 
+ f uK + f ukde + ffen +a} 
4 a \ 


age 


式 (3)， 它 可 以 被 写成 如 下 的 形 


— CL + byleDarde 
+ [28+ +o fee > 


HERTE & LAER 
K, 20, K. 20, L*{1]+4>0 &ph, ©) 
其 中 KA K EEK EM, Ue eR RA 
(L+aAylul>0 在 DD 由， | 


二 eh E "| o) 
öv 


xz<0 在 hh 上 
RF, AP 表示 位 于 * LA DN APB. 
FRA AE ACO) C7) AE u < 0 fe Dab eu, 


0 23u 


Gs BLAIR FREE DIAL u> 0, eC i a > 0 ADRIA 

子 集中 z 坐标 最 小 的 点 之 一 ， 则 ulC) 一 0, 而 在 以 C 为 顶点 的 特 

征 三 角形 D 中 «二 0《 图 2)。 应 用 恒等式 (5) 可 得 

O= E — acu C) =s P EauA)t VB ac lB) 
+ p «Kadt + f ukK_dt + 1 {u(L*[1] + A) 


— (L + iad }de de + fiz + bet er — e)a Jar. 


(8) 
根据 假设 ,C8) 中 右 端 每 一 项 都 非 正 , MEL EDH (L + Ala > 
o 所 以 (8) 的 右 端 为 负 ， 与 左 端 为 零 了 矛盾。 我 们 得 到 了 在 刀 中 
u 之 0 处 处 成 立 。 

ATER RA AMAR. BIDAR HAE iA 
(L +All 20 EDP, 
Eb -ed ERs (9) 
“S0 在 fo 上 
来 代替 它们 ， 和 第 二 节 中 用 过 的 方法 类 似 , 我 们 算得 
CL + Aye] = (cat + cat byes 


Ee eee, 


AA e Se, <0, FIT Re 如 此 之 大 使 得 

CL + Aye" <0 

FED ISA RAYE FOUR D 中 处 处 成 立 、 当 王充 分 大 时 ,我 们 
还 有 


A CH) + (8, E em ear I 0 
y 


ECET e 负 上 的 D 的 部 分 边界 ) 上 成 立 。 于 是 ， 对 任何 e > 
9, 我 们 得 到 
CL + A)lu — ej >00 ED h, 
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FAG etl 4 Cort e, eee") <0 EN ES 
7 


wre <t EME 
SEPARA, AEM © > 0, TED’ ih u= ev cu, Se 
>O AED The SO, 由 于 D' 是 DD 的 任意 有 界 容许 子 区 域 、 
我 们 就 得 到 了 在 Dd! «<0, 这 个 论证 证 实 了 如 下 的 最 大 值 记 
Th, 

定理 1。 设 工 是 系数 有 界 的 形 为 (1) MMT, 并 且 

<“ 委 co 所 0 设 D 是 一 个 容许 又 域 , 它 在 x 轴 上 的 边界 用 了 表 
IR 假设 4 及 工 的 系数 满足 不 等 式 组 (5). 如果 # 在 DP 中 二 次 连 
SETT, E D UT, 中 一 次 连续 可 微 ,又 如 果 * 满足 三 个 不 等 式 

(L+ Ael] 20 在 D 中 ， 

Bu 


十 (二 cr 一 cj 和 0 ME, 
On 


rs0 E bE, 
WEDA «<0. 


HE OMER INEBPAR A, WA ERS 
4S RIOR E T LAE = FB ABC 中 
ff (L + A)laldede > 0 


来 代替 条 件 〈 工 + Au) 2 0. 
Gi) 由 于 已 经 得 到 « <0, 从 式 (5) 我 们 可 得 非 负 上 界 


2V aca) KN O ac wld) + VETacuB) 
一 ff (L + hfularade 


dac 


+ 全 + + es ee bar, (10) 


现 设 在 T。 上 x < M。 如果 * 一 M 满足 定理 1 的 假设 , 我 们 
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就 可 以 得 到 # 的 一 个 最 大 值 原理 ,注意 到 
(L + As — MI— (CL + hial- hM. 
因此 ,如 果 我 们 希 秘 当 在 D 中 (十 人 DLw] 守 0 时 (LL 一 
MED hb th RTLA 
AM <0 EDH, 
DEMB—-TEBR BA, AR AE DARE, MAM ERR 
DRED ASO. BUH RE 


ZG M+ Be + = Nu MO ET E 


可 从 两 个 条 件 
Ou 


p tbe bee ee SO Ern E, 

— Mlh +e e) <0 ENE 
推出 , 这样 我 们 就 得 到 了 定理 1 的 如 下 修改 ， 

定理 2。 设 定理 1 的 假设 成 立 , 但 其 中 在 P be 所 0 的 条 件 
WED be SMR. ob REDD AM <0 AURET E 
MC, + c —¢) > ORI WED Hu SM. 


HE. OHM > 0 时， 定理 2 断言 "的 任何 非 负 最 大 值 必 
在 初始 直线 上 达到 ， 这 个 结果 和 和 精 贺 型 、 抛 物 型 算 子 的 强 最 大 值 
原理 十 分 符合 ， 当 为 负数 时 ， 对 抛物 型 算 子 可 用 同样 方法 证 明 
与 以 上 结果 类 似 的 结论 ,但 是 对 衫 加 型 算 子 闫 似 的 结论 是 不 对 的 
(Gi) 和 定理 1 后 的 附注 (i) 一样， 我 们 可 以 用 对 DD (h IK 
te rs 上 的 每 个 特征 三 角形 ABC 的 积分 条 件 M | adedi < 


Be 


{| (CL 十 luldede RERE + Alu] > 0 HMA SO, 


žic 
Gi) 在 定理 2 的 假设 下 , 我 们 也 可 把 不 等 式 (10) 用 于 # 一 
M. 
定理 1 是 蚂 为 特别 的 ， 因 为 它 只 能 用 于 系数 满足 三 个 不 等 式 
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《6) 的 算 子 工 十 4。 现在 我 们 来 说 明 怎 样 把 最 天 值 原理 推广 到 更 
一 般 的 一 类 算 子 上 去 . 首先, 我们 注意 到 ,车 用 一 个 正 范 数 <(r， 力 
去 乘 双 曲 型 算 子 L 十 , 则 它 仍然 保 持 双 曲 型 但 是 ,这 样 的 乘法 


BRT AK, KALI) +h, WERTE O te e) 
也 变 了 .对 于 算 子 AL 十 办,(6) 的 兰 个 不 等 式 是 
2V Foal LV Pee -yv + oK, 2 0,) 
< 
fe «| ot LV Bet bye, | + 0K 20, 


(L* + Ae] 20. 
a1) 
在 (9) 的 第 二 个 有 关 余 法 向 导数 的 条 件 中 出 现 的 基 (6, + ee 一 <) 
应 代 之 以 


— be 
(a, +6, ev op? 
把 定理 1 用 于 已 经 乘 以 正 函数 ole) 的 算 子 L +A LENGE 


如 下 结论 。 
定理 3. 假设 存在 一 个 定义 在 容许 区 域 DD 中 的 正 函 数 vx， 
六 ,使 得 由 (1) 给 出 的 双 曲 型 算 子 工 的 系数 满足 不 等 式 组 (11)。 如 
果 ”满足 
(Lt ain] 20 Dh, 
au 


v oe + ul (e+e — eye = 2 <0. 47, bs 
ap av 


«<0 EDE, 
WEDH «<0. 


附注 。 用 vkL HARET L +h WRB C10) 给 出 了 非 
BLE 
©) <a ee oh 
Ko av B= ae oC) v era) 
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+ JB ac vB) — ff oL + huldrds 
dhe 


+ fife Se + fa te ele -2] a Jaxl. az 
公 当 我 们 能 够 找到 具有 所 要 求 的 性 质 的 函数 " 时， 定理 3 of 
有 用 处 . MERTENS ENE Oe <4 中 ,对 任何 
双 相 型 算 子 工 总 存在 一 个 满足 条 件 组 (11) 的 函数 n. 令 
oles) = 1 + at pe. (13) 
计算 表明 条件 组 (11) 就 是 


2V B acla— 288) + (lt at — BAK, > 0, 


20 = acla — 28) + (1 + at — PKR- > 0, 
一 2c8 + (26, + 20, — ea — 281) 
+ Caer + bee + oy de — e, FAY + at — Be) > 0, 
(14) 
HPSET MARR CME LR A HS 


界 ,又 因 一 c MV8 — ac 有 正 下 界 ， 所 以 如 果 选 取 “ 充分 大 可 使 
上 述 的 前 两 个 表达 式 在 1 一 0 为 正 。 如 果 取 外 充分 大 又 可 使 第 三 
个 表达 式 在 上 一 0 也 是 正 的 。 对 这 样 的 < 和 B， 存 在 数 如 > 使 
RHOS Sn H ole. > 0 以 及 (11) 的 所 有 不 等 式 成 立 。 
从 而 定理 3 在 这 个 带 形 中 成 立 。 
对 由 (13) 给 出 的 z， 关 于 余 法 向 导数 的 条 件 变 成 在 :一 0 处 
Ou 


PE +b, t ce e tb cae SO, 
ôr 


HORA NTE BR mie ZKE 
k> [ót eet ceel Ær E, 
于 是 , 当 # 所 0 时 就 满足 定理 3 中 的 余 法 向 导数 条 件 * 并 且 
0; 


uD. 
a T" 
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这 样 我 们 就 在 紧 挨 着 * 轴 的 一 个 带 形 中 得 到 如 下 的 最 大 情愿 理 。 
EEL 假设 由 (1) 给 出 的 算 了 工 的 系数 有 界 ， 并 有 有 界 的 
一 、 二 阶 导数 。 设 局 是 一 个 容许 区 域 。 OR MR RCAC) 
被 选 定 ,那么 满足 
( 工 十 有 [可 之 0 在 D 中 ， 


Ds kuo EDE 
ðv 


“<o 在 To 上 
的 任何 函数 4, 也 在 D 的 位 于 带 形 0 <: <n POWDER aS 
0， 常 数 避 和 有 只 依赖 于 一 < 和 VY 太一 ac 的 下 界 , 以 及 工 的 系数 
及 其 导数 的 界 . 


习 题 
L 显 式 地 决定 “广义 Tricemi BF” 
Lpa a 3 ô 
Lr 


的 特征 曲线 族 CLA CL, 

2, 计 算 算 子 

pero 

7 

NE Xs, CARR So 由 求 出 满足 不 等 式 组 (6) 的 最 大 容许 区 域 
3 证 胃 ， 若 ARO, WAT 


a) 2 „2 -ġġ 
-a +a at O 


a a 日 
于 
(4 Deas at t a 


处 处 满 是 不 等 去 组 C6). 
LNR 


当 5<xf2 时 构造 一 个 满足 不 等 式 组 (11) 的 函数 2。 
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第 四 节 ” 初 值 问 题解 的 估计 和 唯一 性 


我 们 考虑 确定 满足 下 列 条 件 的 函数 w(x,:) 的 问题 
CL HAL] = ate, + 2bW + ets + dw, 
十 et 十 hj 一 fx) EDH, 
wx) 一 gx) Er Es o) 
~=—bw,-—cw,=r7e) ERE 
j 
FER IR A FA CL RA RAS Tal RER Ho te HY DETR Cau- 
chy 澡 题 。 假 设 我 们 能 够 找到 卫 数 w(x,1)、 它 满足 
(十 加 [wl 所 fx) Hom, 
mlad) 2 eG) TEP bs 


8w kw, re) 一 K(x) ETE, | 


v 


Q) 


其 中 不 是 由 第 三 节 中 不 等 式 (15) 给 出 的 常数 . 如果 吃 满足 (1), 又 
若 ww 满足 (2), 我 们 可 把 定理 4 用 于 w 一 mm* 并 得 到 在 六 中 
wast) E w(x), G) 
D 是 位 于 带 形 0<: Sa 中 的 D 的 容许 子 区 域 ， 类 似 地 , B 
waant) WE 
( 工 十 4[e 了 关上 ED, 
weg 在 mt， 


un kw, <r) — OD ET Es 
av 


则 在 D' 中 
ab <w(2,2). (4) 
REXG)M ARAMA BS ASM. A. MRE 
At eM w BARE OATATRE DBE aw <a, 
所 以 对 0< <A w= 加， 现 华 我 们 建立 一 个 当 /一 各 时 w= 
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有 和 在 4 一 6 上 2 一 2 的 新 的 初 值 问题 再 应 用 (2) 又 可 得 


到 当 # 志 1 志 4 时 ww 三 加 .这 样 继续 下 去 ,就 能 得 到 在 PD 中 = 
元 处 外 成立。 我们 得 到 结论 初 值 问题 (1) 至 多 有 一个 狠 。 
利用 最 大 午 原 理 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 由 工 的 系数 和 给 定 函数 
fog, ART 的 界 表 出 的 C1) 的 解 的 界 。 首先 选取 正常 数 ? 如 此 之 
大 ,使 得 下 列 不 等 式 成 立 
-ept > 1 
(-c)p—e BO 40<¢<ah, 
(-e)e— eo —h BO 
(-c)e2k 41 =08f, 
(—-oe el 当 : 一 0 时 ， 
其 中 因 和 和 是 在 定理 4 中 出 现 的 常数 ， 于 是 由 计算 表明 
(L HASO 4 Oech A, 
(L+arie’—1] <0 4% O0ce<s, it, 
CL AC” — 17] = Cer LYC + ep +A) 
+ Ce! — ep + ep) + 2epre S—1 
4O0<i<cn MH, 


2 (ert) — ke) eo 当 ! 一 0 时 ， 
ðv 


Beeri- MoN. 
r 


我 们 选取 常数 Mi, M2 和 Ms 使 得 
SMe le] < Ma 170) — he) | SMa 

并 把 定理 4 用 于 函数 +w — Me — 1)? — Mae —— M Ce! 一 
1), 就 能 得 到 估计 

|w(x5t)| <MCe* —1¥ + Me” + Mi (ec —1) DH, 
此 处 D 是 包含 在 带 形 0 所 上 <1, 中 的 任何 容许 区 域 . 

如 果 使 用 比 ee 更 复杂 的 函数 以 及 利用 第 三 节 的 不 等 式 (107 

和 (12), 还 可 以 得 到 更 好 的 界 。 
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3 题 
工 .证 明 问题 1) 的 解 有 如 下 性 质 ， 如 果 fss 和 7 仅 有 微小 的 改变 ， 那 么 
解 也 只 有 微小 的 改变 。 
2. 设 忆 是 区 域 
{x —1>0, r+t—2<0, :>0}, 
又 设 “ 是 向 题 
Mag — tha F Sie — Ht, = Dy 
(zs0) = 1 + x7, OS¥ <2, 
C250) = 0, 1&2 
的 解 ， 试 求 出 * FED IRATE Mert 的 界 . 
3. 试 证明 怎 样 得 到 常数 天, 使 得 从 不 等 式 
并 二 有 [4 和 4 在 D 中 
[nCe,a)| <8, [ae ge 
可 推出 在 D 中 
be] <KCA + 240, 
其 中 忆 是 带 形 ose, 中 的 有 界 容许 区 域 . 


第 五 节 Riemann 函数 


假设 对 应 于 容许 区 域 的 每 一 点 C 我 们 可 以 求 得 一 个 定义 在 特 
征 三 角形 ABC 的 闭 包 上 的 函数 RCC; 2,1), THB PRE 
(I* 守 A)ER1=0 在 48C 中， 


IVP ac [R, 一 工 (一 4+ PO aR, | +KiR =0 
< 


EACE, ay 
—_— 1 
1VF ac [x i-e- Ve wR, | +KR=0 
¢ 
在 BC 上， 


2VP — ac R(C)~2, 
用 ORCL + A) (RRL 十 4 后 ,第 三 节 的 公式 (5) 给 出 表达 式 
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WC) = VE acRu A) + VE — ac RAB) 
一 ff RE + AYuldede + 了 {ul dR, 
十 cR + Cb, +e, — e)R] — Ribu, + cu, ]}dx, 
(2) 
因为 Q2) 的 右 湛 正好 包含 第 四 节 初 值 问题 (1) 中 的 给 定数 据 ， 所 以 
对 于 a(C) 的 这 个 公式 就 是 该 问题 的 一 个 显 式 解 ,我 们 把 函数 RCC; 
sD 称 为 算 子 工 十 # 初 值 问题 的 Riemann 函数 (或 辐射 核 )。 
从 式 (2) 显 然 可 得 , MARY DINE HES ABC 中 
R>0 


URET E 
SR 
By 
时 ,定理 1 中 所 说 的 最 大 值 原理 才 成 立 ， 
更 一 般 地 ,我 们 看 出 当 且 仅 当 在 每 个 特征 三 角形 中 
R>0 


= 一 4R — cR, <0 G) 


BREDE 
ƏR ôr 
"5, S Eo (4) 


时 ,对 于 给 定 的 函数 ”定理 3 的 结论 成 立 。 特 别 是 ,满足 第 三 节 不 
SAAC DINER + 仅 当 在 每 个 三 角形 ABCH R > 4 时 才能 
存在 。 男 一 方 而 ,如果 在 每 个 三 角形 ABC 中 只 > 0 , 则 函数 R 本 
身 就 满足 对 ”的 要 求 , 所 以 定理 3 至 少 对 一 个 函数 ”是 成 立 的 。 
RER Riemann 函数 RCC;x，t) 存在 ,并 候 设 + 是 满足 第 


SWAG YOM. W Crb) = PEEL 一 0, 并 


且 拒 上 面 移 表达 式 (2) 与 第 三 节 的 当 《L + Alia] > 0 时 成 立 的 
不 等 式 (12) 相 比较 ,我 们 看 出 
1 
2fF — aevlC) 


oat) < RCC32,1), (5) 


因此 ,在 曲线 三 角形 ABC 的 每 一 点 上 Rieman 函数 是 满足 第 三 


下 0 7 所 2VB cv(C)— t 


现在 我 们 加 到 不信 二 注意 到 对 RRA ALCL) ADS 
H e WAEMODBRAA MRR: = 0, 因而 我 们 可 以 用 
点 C 以 下 的 任何 别 的 初始 时 刻 。 由 此 得 出 在 特征 三 角形 48C 中 

v(—6R, — cR,) < R(~ bv, — cv,) 

更 一 般 地 ， 如 果 从 特征 线 4C 延伸 到 特征 线 BC HOTT RA 
如 下 性 质 : 它 与 任 一 特征 线 相交 不 超过 一 次 ， 我 们 就 可 在 任 一 这 
样 的 弧 了 上 给 出 初 值 。 通过 在 表达 式 《?) 中 用 沿 了 的 积分 代替 沿 
AB 的 积分 的 类 似 的 表达 式 ， 利 用 及 就 可 解 出 这 个 初 值 问题 ， 通 
过 引进 新 坐标 系 (#,z) 使 了 具 有 方程 r 一 0 能 够 建立 最 大 值 原 
I. 把 不 等 式 (4) 应 用 到 这 样 的 曲线 上 就 让 明了 :” 沿 三 灸 形 
ABC HE-HE HEIE R/v 是 + TE Re 


TERJA 
Milt Ac 和 BC 的 方向 导数。 CATT SIRF aI BSR 


A log R = —K;/2 VP — uc 在 4C E, 
E 


4 logR=—-K_/2/e—ae 在 BC 上 ， 
£ 


其 中 df/ dz GRAB BAS Se, 一旦 特 征 线 AC 和 BC 


已 知 ,我 们 就 可 以 利用 初 条 件 2 V — ac RC) 一 1 WRACH 
BC 积分 这 些 方程 来 确定 R。 

于 是 沿 每 条 特征 线 R/v 是 ORK EK, 通过 在 三 
角形 ABC 的 每 一 点 上 的 ”给 出 了 六 的 一 个 下 界 。 一 般 说 来 这 个 
下 界 比 起 C5) 来 是 个 收 进 。 把 这 个 改进 了 的 界 和 不 等 式 (4) 代 入 表 

ARO) ,我 们 对 aC) 就 得 到 了 比 由 第 三 节 中 (12) 给 出 的 估计 更 
好 的 估计 。 
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习 a 


+ 证明 波动 算 子 
e æ 


L= = 
Ox? oF 


EMAC HY) Riemann 函数 是 kel, 


2 TERR 
RET) = LV ET = GY) 
Co 是 零 阶 Bessel BORAT 


Lie at 
的 Riemann 函数 。 
第 六 节 ” 初 边 值 问题 


到 现在 为 止 我 们 已 经 讨论 了 初 值 问题 。 在 实 跨 中 常常 出 现 这 
样 的 问题 除 在 * 轴 的 有 限 区 间 上 维 了 函数 * 的 初 值 和 导数 外 ， 
我 们 还 在 这 个 区 全 的 端点 上 规定 了 * 或 洪 # 的 导数 。 例如， 在 弦 
振动 的 情形 ， 我 们 规定 端点 是 辐 定 的 或 者 它们 按照 给 定 的 规律 运 
动 。 给 定 了 这 样 数据 的 问题 称 为 初 边 让 问题 。 


我 们 在 区 域 
Dy a Sein 02 coT 
HEARRADH FE 
(L + Aul = onse H bus + cun t dus + enm + hu =f. (1) 
给 定 的 初 值 是 
u(x,0) = gle) Mace <cn Kt, 

Baen) = bu, — eu = ge) Macara aki Q) 

ðv 
边界 条 件 是 


ulz) =0 MOLT Ma) 


wat) =0 HOLLT 时 ， G) 


2250 


COUPE 3). 我们 也 可 以 规定 «Cro 1) A uC, 0) EE CER 
只 要 简单 地 定义 一 个 新 函数 


uat) = rst) — waist) — 二 二 [urast) = uC], 
2 Xr 


PAS AEN ORB a HR), OBAMA 
界 条 件 的 问题 了 。 


我 们 假设 在 D 中 
a(x,,0) > 0, a(x0)>0 

以 及 cle, 站 所 60。 如果 C4 和 C- 是 从 边界 x = zy. 上 的 点 进 
A DWE, SN BRE C+ 增加， 而 治 特征 C- 减 少 . 对 从 边界 
z= 上 的 点 进入 也 的 特征 ， 情 形 正好 相反 。 由 全 在 DP 中 存在 着 
这 样 的 点 ,通过 它 的 C+ 特 征 的 端点 落 在 直线 * 一 a 上 ,所 以 如 果 
我 们 把 直线 :一 0 RE 了, DD 就 不 是 第 三 节 疙 义 下 的 容许 区 域 了 。 
另 一 方面 , 在 直线 * 一 x 上， 我 们 知道 但 不 知道 它 的 导数 ， 因 
而 ,如 果 我 们 把 x = x 作为 了 的 一 部 分 就 不 能 应 用 最 大 信和 原理 . 

为 此 我 们 要 利用 如 下 的 技巧 ， 在 区 间 n < < r ZH, ME 
射 法 把 x 定义 成 关于 x 二 x 和 x 二 x; 的 奇 函数 ,也 就 是 说 ,我 们 
令 


u(x,t) 一 一 2 一 ri Yeo acx <x, HH, 
u(x,t) = allr — xy) YG <2e,— a, HH, 
UES), Ae Rj n = 0, E1, E2, 2e, — a H ala — x) 

Sar SZa n tant a) 时 定义 
u(x,t) = ale — 2n(x2 — x) 
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为 使 # 仍然 满足 微分 方程 (1), 我 们 用 反射 法 把 ecse M ARE 
HRIBAR, Ll 
alx, tÀ = o(2x,— x51) 4 laymen ceca, i, 
alx,1) = alx — 2al — 4), 0 
当 Qey n t als 4) <a <I H a + 1a 
a) FE, 5,4,f,g, 和 oo RGR: 
Bx) = blr — x,t) 4 In ex Kh, 
bx) = bCx — 2al — 2), t) 
Mode, — x, + 2nlx, 一 
a) SS. 
Ot L OPM T L* 也 有 有 界 系数 , 我 们 加 上 如 下 的 要 求 : 
在 x 二 和 * 一 + 上 
a, C,-b=d =D, 
此 外 ,我 们 还 要 求 
its) = gin) = gt) = gin) = 9, 
于 是 , 延 折 后 的 函数 * 在 容许 区 域 一 co <x< 和 co,0<:< 了 中 
满足 微分 方程 Llul=f Aha Me ERA BRN, 条件 


(L + Aa) > Oulx, 0) <9 OE eu< 03 
7 


不 保持 ,但 是 我 们 能 名 象 第 四 节 中 那样 运用 第 三 节 的 最 大 值 原理 
来 得 到 初 - 边 信 问 题解 的 叭 一 性 定理 和 估计 ，(Sather [4] 已 经 给 
出 定 再 1 在 初 边 信 问 题 上 的 更 直接 的 推广 ， 不 过 结论 仅 在 受到 限 
制 的 KALRN.) 

如 果 在 一 条 或 两 条 这 界 x 一 ,x ~ x 上 ,不 是 加 一 0 而 
是 加 上 2 一 0 的 条 件 ,我 们 就 不 把 « 延 拓 成 坷 函数 ,而 把 它 简单 


地 延 拓 成 偶 函 数 。 系 数 仍 如 章 延 后， 解 的 唯一- 性 币 估 计 也 能 象 第 
Pa PRR BS 
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习 题 


假设 由 (1) 给 出 的 算 于 上 十 具有 常 系数 。 如 果 fe 和 gs BERR 


是 否 总 能 够 应 月 本 节 的 方法 ? 说 明理 由 。 
第 七 节 级 数 解 的 估计 


双 曲 型 微分 方程 
Liu] = ue, — ty — 2, = O 
显然 有 乘积 形式 的 解 
u(r!) = cosard (0), 
其 中 是 任意 常数 ,he(z) 是 常 微分 方程 
heat Upu t athe = 0 


ay 


(2) 


的 任 一 解 ， 如 果 a 一 4k + 2k 是 整数 ,容易 看 出 这 个 微分 方程 
有 解 (d/d le, CR NBR. 如果 我 们 加 上 初始 条 件 


bugs) = 1, hig C0) = 0, 
就 能 把 解 写成 如 下 形式 


ban) 一 oe Hyde’, 


其 中 Hy 是 Hermie R 
Hy = (ZY fee, 


RITA PRR 


ule, t) = ae cosV th #2 Hale" 
是 问题 


Llu] = tee — tu — Un, = 9, 


a(x,0) = cos VAR +2 r, 
u(x,0) = 0 


G) 


(4) 


的 解 。 对 上 面 的 算 子 工 ,容易 算出 K 一 天- 一 一 21, 所 以 定理 1 


中 人 条件 Ka > 0 被 破坏 。 但 是 ,如 果 我 们 设 "一 “2 可 得 
2P — ac (obey) + Rav = 0 
以 及 
L*L oe] = tee — vu + ue, + 2o = (P +1) > 0, 
所 以 满足 定理 3 WAEA). 而 且 , 在 上 一 0 工 


(Ce 一 一 


所 以 定理 3 关于 “的 条 件 变 成 
Llu]20 在 Dp 中 ， 
ub 当 : 一 0 时 ， 
Bu 


<0 一 0 时 。 
br a 一 0 时 


我 们 注意 到 当 * HOGAR ae — 1 和 一 * 一 1 也 满足 
这 些 条 件 .于 是 从 定 班 3 可 得 到 [al < 1 处 处 成 立 .特别 , 令 x 一 
0, 我 们 就 得 到 Hamite 多 项 式 的 一 个 界 
[Hye < Che e, 


如 果 我 们 把 注意 力 限 于 特征 三 角形 + lel <n > 0, 
AIRED w<m; 我 们 注意 到 在 上 一 0 上 cos /4R 42 hu <0, 
由 此 可 得 在 这 个 三 角形 中 uD cosVik +24, 令 z 一 0 并 令 
趋向 ,我 们 就 得 到 下 界 


DR y, fos - 
ED! Hyj(t) > cos 4k + 2 toy 4H Oy < FT 


MERABI- WE 
tgs — ty — Liu, = 0 YO xe oa OM, 
2/2 
40,1) = 6, 


hhe 
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#(2,0) = fe), 
i u(x,0) = 0, 
用 分 离 变 量 法 可 得 到 解 


ue) = Sete Hral cos 2 (n+ Ley 
a ! 


其 中 a, 是 Fourier 系数 
= ALAPOT) cosy 2(2n + Drdr, 


为 了 研究 这 个 级 数 解 的 收敛 性 ， 我 们 注意 到 可 以 污 定 理 3 应 
用 到 任意 的 有 限 和 

> aED Hust eos VEO + Ve 
上 去 ,该 有 限 和 到 处 是 微分 方程 的 解 , 它 对 :的 导数 义 夺 :二 0 上 
JẸ., APAR 
Sg, ate + Ii! 


"ee DI Hian ENT cosa/ 2 (2a + 1)x 
村 ! 


_ 
< max |> a,cosa/ 2 (22 + 1)xl. 5 
Keon] By eee 2 On + De ©) 


现在 很 设 Fourier QM Sa, cos y 2 (2a + 1)x 一 致 收敛 于 
f(x) .于 是, 对 任 给 的 8 > 0 存在 M, 使 得 当 M > Me 时 


1 


LE 


1O — Slascos V 2 Cn + De 
7 


HUA N > M > M, 时 


x 
> ascos 4/2 (20+ 1x 


era 


所 以 击 上 面 的 不 等 式 (5), 当 N>M>M 时 就 有 


x 
S, L+ Dt p py 
an fine OT Tining y(t)! cos af 2 Cn 十 el 


<i2e, 


<le, 
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换 句 话说 , 当 1G) 的 级 数 一 致 收 贫 时 ，w xy 六 的 级 数 解 也 是 一 至 
BAH, EN ~> co， 我 们 就 得 到 用 有 限 部 分 和 来 代 桂 w(x, r) BT 


wast) Po Fe Hos CDe cosy 2 Cn + Wet 


1 


_ 
< max fe) — Drag cos y 2 (2n 十 1)z 


eran/ T) 


上 面 的 方法 当然 也 能 够 用 到 有 乘积 形式 解 的 很 多 偏 微 分 方程 
ER. 某 些 重 级 数 收敛 性 方面 的 有 关 结 果 可 参阅 Weinberger[21. 


习 OB 
1. 证 明 当 (0) = 0 且 当 + > 0, EA O/A + 地 + eae, aa 


CA O E += 0, 
$0) = 1,¢°(0) = 0 
的 解 HO) 满足 不 等 式 | (DD) <1, 
2, 证 明 第 ! 题 中 的 条 件 CO) = 0 可 用 C0) 之 0 来 代替 


BAT 双 特 征 间 题 


在 第 三 节 和 第 六 节 中 我 们 讨论 了 初 值 问 题 和 初 边 值 混合 问 
题 。 这 两 种 情形 下 , 都 在 * 轴 的 线段 P 上 规定 了 函数 “及 其 一 阶 
导数 ， 我 们 能 把 这 些 结果 推广 到 T. 是 更 一 般 的 曲线 的 情形 上 去 . 
为 此 ,只 需 适 当地 定义 容许 区 域 。 
设 曲 线 了 能 被 写成 参数 形式 
T: 一 zx(r)， := Xo), 
如 果 在 了 的 每 一 点 上 方程 


EA de (temo, 
do? do do jo 
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则 是 双 曲 型 算 子 

Llu] = aur + Wier + ctn 十 dus 十 et; (1) 
的 特征 线 ， 由 二 次 公式 ， 特 征 线 满足 的 微分 方程 可 以 写成 如 下 的 
两 种 形式 ; 


at Te Ya. 
“GVE 一 “7 人 一 0 © 
dx oe di 
e gy t (bt P= oc) = 0. 
除了 上 使 这 些 方程 之 一 中 de/do 和 dx/do 的 系数 同时 为 零 的 点 
外 ,形式 (2) 的 两 个 方程 是 等 价 的 、 方程 (2) 给 出 两 族 特征 线 , 每 族 
对 应 于 一 种 选 定 的 符号 。 用 加 号 得 到 的 那些 特征 线 称 为 C1 特征 
线 。 用 减 号 得 全 的 那些 特征 线 称 为 C- 特 征 线 . 
假设 已 给 一 条 曲线 Pu。 如 果 区 域 刀 的 每 一 点 C 对 应 善 唯一 
的 (曲线 ) 竺 征 三 角形 , 它 由 企 C 点 相交 的 54 特征 线 ，C -特征 线 以 
Ree To RIB AB 周 成 〈 见 图 4)， 则 和 区域 也 称 为 关于 算 子 
《0 和 To 前 一 个 容许 区 域 .特别 是 ， 在 刀 中 没有 特征 线 能 够 与 Ts 
HRK. 


图 4 


We To tA DRIER ER AB TT © 为 参数 的 


AR 
WER 使 得 从 五 EADN ERIN. MERNE DY 
每 -点 C 的 特征 线 作 干 而 的 几何 假设 .我 们 假设 沿 CM C -特征 
ARDA To E DIERA C, 点 C 对 应 的 特征 三 角形 ABC 总 是 
位 于 它 边 界 上 C1 特征 线 的 右 方 ,C -特征 线 的 左 方 。 因 此 , 在 图 + 
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中 4C 是 C- 特 征 ，BC 是 5C- 特 征 。 这 个 几何 假设 代 蔡 了 第 三 节 
中 所 作 的 < <0 的 假设 。 因为 用 一 工 代替 工时 C+ 和 C -特征 要 豆 
相交 换 ,所 以 如 果 有 必要 的 话 ,用 一 ( 工 + ARBERTH AR 
容易 使 这 个 假设 得 到 满足 . 

我 们 可 以 重复 第 三 节 的 方法 , 在 关于 * RAPS 的 
具有 类 羽 于 定理 1 到 定理 4 中 给 出 的 那些 性 质 的 假设 之 下 建立 最 
大 值 原理 。 


图 了 


在 本 节 中 ,我 们 只 讨论 DEHN- O 出 发 的 两 条 特征 线 T- 
和 了 | 组 成 的 这 种 特殊 情形 ( 见 图 5). 按照 上面 所 给 的 关子 两 族 特 
征 线 的 几何 俱 没 ,我 们 知道 了 ,是 一 条 C1 特征 线 , T_ 是 一 条 CAG 
征 线 .我 们 考虑 由 (1) 给 出 的 双 曲 型 算 子 工 及 其 共 恩 算 子 L*， 而 
且 我 们 将 去 天 用 第 三 节 的 公式 (2)。 

设 C 是 D 的 一 点 , 红 AC 是 一 条 C4 特征 线 , BC E-k CAH 
征 线 ,又 假设 则 线 四 边 形 408C RERED PAS). RIAS 
RUER 


x= xlo), t- 0) 
GR e EM O F CHAM HD AMOR OA, AC, OB 以 及 
BC 中 的 每 一 条 . 遵循 第 三 节 的 方法 ， 由 该 节 的 《2) 以 及 4C 是 
CRIER BC 是 C- 特 征 线 的 假设 ,我 们 得 到 公式 
2/8 — acu (C) = 2 B — ac WO) + E aK do 


fo ~ 
+ |, tk -0o- + Sone aC L* + FLL) 
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— CL A hlel} dede + | we ac Z 
da.. 


+ Ku ae + f {2ve- ac x Jans, 
A 


G) 
在 上 式 中 我 们 用 了 省 略 记 法 : 
Ra = -AVP — ac p= Kas +b d) 于 
do, doz 
dx 
= (bst ere) |o’ 
A (4) 


fe 4 Tac) F| Ca + ~ a) BE 
Kt EG? ECET DA 
dx 
PETEPTAR 
HALA o RR C4 特征 线 上 的 参数 ， 用 o_ 表示 C_ 特定 线 二 的 
数 ， 量 廊 。 与 KARRAR KR, = K_ dt/do, RB Kt 
第 三 季 中 用 等 式 (4) 定义 的 。 (3) 中 的 线 积分 与 所 用 的 特定 参 
aa ER. OHM CHES HARE HI. 
现在 ,我 们 对 满足 不 等 式 组 
(L+ayul>0 EDH, 
“<0 Er Eo 


2V ET ac Ot + R uo 在 Ti 上 ， (5) 
aV/P ae + Kt <0 rk 
WHA EDARVEAARE. RRR LIN ARE D 


满足 以 下 的 不 等 式 组 
L* + Al] 0, 
s 之 0 K >00, (©) 
Hop RES. 
为 证 实 这 个 最 大 值 原理 的 论证 ， 可 以 和 前 面 同样 地 进行 我 
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MET ML bee <0. MRR ED Ra SU, 将 会 导致 
AWG. RACED PEE oC) 一 0 的 -一 个 点 ， 而 且 在 由 特征 线 转 
成 的 曲线 四 边 形 AOBC i u 过 0《 图 5)。， 把 不 等 式 组 (5) MICE) 
代入 (3) 即 可 证 朋 必 在 C) <0, ALTIA. Able <0 ED 
中 处 处 成 立 。 和 第 三 池 中 一 样 ,我 们 可 把 不 等 式 ( 工 十 和 [x]>0 
Ale <o RRA CL + Aa] SOMa <0, RAVER BR 
oO) 0, GHANA ASA SE Tw 0, 这 样 
我 们 就 得 别 了 下 面 的 定理 ， 

EHS. 设 工 是 类 于 两 条 特征 弧 T, 和 了 _ 的 容许 区 域 D 中 的 
SBE. 如果 工 的 系数 满足 不 等 式 组 (6), 又 若 # 满足 不 等 式 
A 


(L+ Dla) 20 EDP, 


yB, we He +Kiv<0 在 T 上， 


do, 


2 VB ac # BE Kw 0 ETE, 
do 


u(0) £0, 
Hu? RT EBS EM, TOR TAA TE, ATED 
yt 
#55 0, 

定理 5 对 于 在 PT: 和 了 上 非 下 的 函数 成 立 。 和 如果 ATL 
了 -上 被 某 正常 数码 办 住 ， 我 们 可 托 定 理 5 HTAR u 一 M, 并 得 
出 下 面 的 结果 

EEG ARM LRA PD UR RAS 
式 组 (6), 和 如 果 在 马 中 k <0, ET, EKER, EP Kt 30, 
LWR u WETERE 

L+AYel=0 在 Dihy 
2VP ae E te Kt Ed ET E, 
do, 
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2 Vo = oc A + Kiso 在 1 上， 
a 
ua 0) <M, 
其 中 M 守 0, 则 在 D 中 
uM 
我 们 奢 到 ,加 果 在 Ti 上 二 实 0 AE lO) E T REI 
不 等 式 ae <0 RM SPA 六 上 的 条 件 . MR KE 之 
0, RADER TLEER. 44 <0 时 我 们 把 这 些 事实 用 于 
# 一 MEEA 6 关于 系数 所 作 的 假设 下 就 能 够 得 到 另 一 个 定理 。 
EMG. RREXT ORT PTA RMD HL 
的 系数 满足 不 等 式 组 (6)。 又 设 
A<0 EDH, KYSO0 ETL, KES UTE, 
MA «EAR SC 
(L+ Au] 20 ZED, 
du 


“<u Erb, <0 在 Fr 上 ， 
da. do. 


那么 在 DD 中 
ula, t) Emax(0,u( 0)), 
SPORT ATW. 而且, 和 如果 在 D 宫 三 0, 则 w(x 站 所 
a(O). 
为 把 定理 5,6 和 6 中 包含 的 想法 结合 起 来 , 我 们 米 介绍 一 个 
WRN. RAT 
Lilu] = — uy + duty 十 cu, C) 
并 以 正 * 轴 作 为 ,以 正 : 轴 作 为 ?_. 工 , 中 第 一 个 系数 的 符号 的 
选择 起 为 了 使 得 了  C+* 特 征 线 , 下 了 -是 5- 特 征 线 ( 见 图 6)、 在 
C1 特征 线 :一 常数 上 取 参 数 ck = r fE C_ 特 征 线 * 一 常数 上 取 
参数 "- 一 :。 在 算 子 (7) 这 种 特殊 情况 下 ,不 等 式 组 (6) 变 成 了 
L*[1] = —d, — e2 0, } 


x 5 8 
R,=e>d, K =o, 8 
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图 6 


对 应 地 ;我们 求 得 K= e, KEI 一 4。 扫 定理 5 用 于 算 子 (7) 
就 给 出 下 面 的 最 大 值 原理 ， 如 果 当 eS 0, :之 0 id Me BE 
不 等 式 组 (8), 而 且 如 果 * 满足 
Liv} 20 DR, 
ux(x,0) — e(x,0)u(x,0) <9, 
20,1) — d(0,1)u( 0,7) <0, 
0,0) <0, 
那么 ; 当 +20, 120 时 就 有 
ulx,t) <0, 
AA d > OM ¢>0, FUME a0, 1) M elr, 0) AS 
十 零 时 才 可 应 用 定理 6 和 6， 在 这 种 情形 下 , 定理 6 和 6 是 完全 
一 样 的 
内 要 算 子 的 系数 满足 基 个 不 等 式 组 ， 在 第 三 节 中 我 们 得 到 了 
初 值 问题 的 最 大 值 原理 . 用 正 函 数 o 乘 以 给 定 的 算 子 ( 工 +A), 
然后 选择 ”使 工 的 系数 满足 适当 的 不 等 式 组 ， 就 可 以 放宽 这 些 限 
W. 完 全 类 做 的 过 程 也 可 以 应 用 到 双 特 年 问题 上 来 . 
如 果 刀 关于 两 条 特 征 线 T+ 和 了 -是 一 个 容许 区 域 ， 我 们 用 正 
AR e RAC 二 有 ,并 注意 到 不 等 式 组 (6) 现 在 变 成 了 
(IL* 二 有)[v] 守 0 EDM, 


a/b — ac H+ Rv bo 在 DD 中 ， 
+ 


(9) 


(10) 
rf oe wae Rv BO 在 DD 中 ， 
Ba K, WCQ, B SE RUE, Pu PE 
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定理 5 和 6 在 这 种 情形 下 的 适当 的 推广 ， 
定理 7。 假设 存在 一 个 定义 在 容许 区 域 D 中 ， 且 满足 不 等 式 
BADWE e. WE e 满足 
CL AAMS ZED, 


IVP — ac Z t Kju <0 ET, E, 
ao, 


2/8 — ac 44 + Kin <0 在 7 上， 


do 
0) <0, 
那么 ,在 D 中 就 有 

“<o, 
定理 8， 假设 存在 一 个 定义 在 容许 区 域 D 中 ， 且 满足 不 等 式 
组 (10) 的 正 函数 z。 此 外 ,还 假设 在 T. 上 K# > 0, ÆT kK 
ORRA SO, WR oles) 满足 不 等 

CLAMS EDH, 

deo ÆRE, Zen Erk, 


day aa 


UA TED Heras 


uxt) <max(0,u(0)), 
SHORT MTN a. MAEDA = 0, WAED u< 
(0). 
OL HE PA AT BOR PE AS EK o A, ET 7 和 8 才 
SAAN. Ose RATS PR A 


e 8 
Lit h= È pd Oy e 
ak & Bz ts 2+2 +A 


在 特征 线 Tar = 0, T; x= 0 WP ABI, EPR Raa hE 
的 函数 。 对 于 算 子 Lt 4 条 件 (10) 变 成 了 
一 pr doy et, — (dp te, hy 20, 
v, tev 0, 
m+ dv >0, 
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RUE 
pe Dt yeg 
SH EAGER a Ao a e HE 
atd>,ate>d, f-d>0, 
而 且 Y 是 足够 大 的 正 数 ,使 得 
— ilat det eltd,te—de— hye + r(g— ae >o 
EHRE s: {r =0,0 <<) LRE. FE Es LEN 
是 严格 的 不 等 式 组 (10)， 所 以 ， 由 连续 性 必 存 在 一 个 区 域 D: 0 
三 * 之 5,0 <<1 必 ,在 其 中 不 等 式 组 (10) 成 立 ， 我 们 注意 到 
Bor 和 8, 因而 还 有 Di 都 只 依赖 于 d, e, hs de 和 ci 的 界 ， 把 > 和 
t 互 换 ,我 们 可 以 在 一 个 边界 包含 任 一 有 限 区 间 s: {1 一 0,0 委 
+ Say) 的 矩形 区 域 D: 中 构造 函数 s。 FLD, 和 交合 并 起 来 就 
能 得 到 边界 包含 和 5 的 一 个 容许 区 域 DD， 在 该 区 域 中 定理 7 成 
Ma 
为 了 对 于 由 (1) 给 出 的 一 般 算 子 ( 工 十 如 得 到 函数 zx， 我 们 作 
坐标 变换 ， 引 渤 沿 着 特征 线 是 常数 的 新 坐标 (#:37， 避 就 是 说 ， 
ET, kE = on 去 沿 5- 特 征 线 是 常数 ,而 在 T- 上 ?一 "-，3 沿 
C 特征 线 是 常数 ， 量 (5 n BIRERE. AT, 和 -的 交 
点 0 处 取 ol =a = mgm, 对 工 十 加 应 用 链 锁 法 则 可 得 : 
在 (E, 9) BRA, BF CL + A) ib 8/08 Fl Oy 的 系数 为 
Fam 名 18863 的 系数 是 负 的 。 PA Wea 
o 一 E 十 Yee Hn 
Ñi 
p m eE 十 yg Ë 
lebar A) RATED UE r NARR D PRERE 
HO). DIAM FL + AN ABR. SRR 
及 VB 一 ac WEFR. 因此 证 实 了 > 的 存在 性 。 在 下 一 个 定理 
中 我 们 要 用 到 这 个 事实 . 
EMI. 对 任何 有 限 特征 线段, 和 了 存在 一 个 容许 区 域 D, 
它 的 天 小 依赖 于 工 十 么 的 系数 及 其 一 二 阶 导数 的 界 以 及 已 一 ac 
264。 


的 机 下界， 使 得 和 了 -位 于 DD 的 边界 上 上， 从 而 定理 7 ED h 
Z. Sh RAT L KES OTE KE SO, UR ASO 
定理 8 EDARI. 
前 面 所 有 的 取 大 值 原 理 都 需要 对 算 子 工 十 到 的 系数 以 及 函数 
# 作 某 些 假设 . 现在 我 们 指出 可 以 通过 加 强 某 些 假设 碱 弦 另 一 些 
假设 来 得 刘 各 种 不 同 的 定理 . 
定理 10。 设 工 十 的 系数 满足 不 等 式 组 
(L* +4)1) 290 在 PDP 中， 
K.>0, R->0 在 D 中 ， 
R =0 在 T_ 上 . 
如 果 * 满足 不 等 式 组 
(L+ Asl 20 在 D 中 、 
VP ar d+ Rte <0 ET Le 


to, 
«<0 在 FT- 上 ， 
其 中 六 :和 KEG) EMA AED IR 
“<o. 
证 明 . 沿 卫 分 部 积分 可 得 恒等式 
人 (2 Vie oe ŽE + Ktu Jio = 2/8 ac WA) 
a. 


— 24 P= ac lO) — | Rudo, 
把 这 个 关系 式 代入 公式 (3), 我 们 得 到 


一 1 Vo ae R 
a(C) wre ac way Fa ado, 


+ E uŘ_do_+ 1 {uCL* + ALJ — (L + Alu] }drd: 


ADB 


-| ak do. + 了 YP ae 4 ac He Mt Kte ba | 
do 


余下 的 论证 和 定理 5 证明 中 的 论 a 
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附注 . (i) 我们 指出 定理 10 和 定理 5 的 区 别 在 于， 没有 对 了- 
上 的 各 作假 设 ， 另 一 方面 ,要 求 工 的 系数 在 T- LAER =o, 


Gi) MRR TER, 一 0 来 代替 了 -上 并- 一 9， 亚 
然 类 羽 的 结论 也 成 立 . 

Gi) WREE T, ER, 一 0 与 在 T_ 上 衣 _ 一 4 同时 成 立 ,我 们 
就 能 够 用 对 了 -上 的 所 有 4 和 了 ,上 的 所 有 B 部 成 立 的 条 件 : 

f= oc wld) + VB ac u(B) — of B= ac (0) SO 

FARM F edu fae AN du/do- 的 条 件 ， 

Gv) 注意 条 件 

2M ac f+ Kieu <0 ET, E 
day, 


和 :0) <0 — AT EME Euo. 


MRR A ERM o ROR L + bE ER 10 的 如 
下 推广 ， 
定理 11。 假设 存在 在 DD 中 满足 不 等 式 组 (10) 的 正 前 数 v, 此 
bhit o T-L 
2y b= act + Romo, 


o- 
BUR u 满足 
(L+ Au] =o EDH, 
2P — ac ZE + Kir <0 ET, b 
do, 
“<0 7ET_Ls 
BAD Ih 


“aed, 
调整 假设 条 件 可 推出 与 定理 6 类似 的 结果 ， 我 们 叙述 如 下 . 
定理 12.。 假设 存 芷 在 忆 中 满足 不 等 式 组 (107 的 正 函 数 ". 此 
外 ,假设 


，266。 


2V mac + Romo ET- 上 ， 
o 


Ki>o ET 上 ， 
ASO EDH, 
而 对 是 非 负 常数 ， 如 果 * 满足 
{ 工 十 3)[z] 六 0 在 D 中 
du 


7S0 £7. L, 
do, 


“<M 在 T_ 上 ， 
RAED IA 
“aM, 
现在 ,我 们 研究 对 特殊 算 子 

CL, + La] = ay, + du, + eu, + hu, at) 
FBE ~ 轴 选 作 Tyo ik ¢ AEE T-A, 定 埋 11 和 定理 12 所 取 的 特 
殊 形式 ( 见 图 7). 容易 验证 

2VP — ac t Rv =r t ev, 
dga 


2ye act + Ro =n, t dv, 
do. 


图 7 


我 们 选取 


Ca 
v=e fi 


其 中 8 待定 简单 的 计算 表明 
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a, + dv =0, 
现在 我 们 取 户 足够 大 ,使 


zx 十 cp = [8 一 aCe ee + ele 
在 D 中 非 负 ， 另外 的 计算 给 出 
(LE + Aye] = Cde — e, + h)o, 
现在 把 定理 11 用 于 算 子 L 十 就 得 到 : 如 果 * 满足 
(Li+ Ale] 20 在 D 中 ， 
u, — ea SO ERE 


(0,2) <0, 
又 如 果 
de—-e,+h>0 EDH, a3) 
那么 在 D 中 
“so, 


利用 由 (12) 给 出 的 函数 o RA ER 12 用 于 算 子 L+ 
A, 我们 注意 到 KI 一 e, 所 以 如 果 在 T; 上 满足 条 件 一 e(x,0》 
20, 又 如 果 不 等 式 亿 0 以 及 (13) 在 D 中 成 立 ， 则 可 应 用 定理 
12， 得 到 的 结果 断言 : 如果 4 满足 
(Li+ Alul 20 EDH, 
ws 所 0 FET, 上， 
«<M 在 T- 上 ， 
Hh M > 0,BBAZED h 
“<M, 
这 是 Agmon, Nirenberg 和 Protter [1] 的 结果 ， 另 一 个 结果 可 从 
定理 10(v = 1) 得 出 ， 它 断言 ， 如 果 用 
420 
e2o 在 D 中 ， 
=d — e HASO 
dQ =0 
KRECI) «RAO RAKARE. 
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把 类 似 的 考虑 应 用 到 更 一 般 的 双 曲 型 算 子 
(L + AMG = aurs + Zouse + Cty + dús + eus + hu 
上 去 . 利用 条 件 : 在 每 条 C RERE 


Via R v—0 
do 


来 定义 函数 "， 容 易 看 出 可 以 适当 规定 ” 在 Ts 上 的 初 值 ,使 得 


2 VE 二 二 30 
doy 
TEA FRAP KID HR. RE 
(L* + Ae] BO 


变 成 了 
《一 5 一 V 下 一 sc)P — cP, + eQ, — (~b +B — ac)O, 
-F ag = 20Pg + cP) + Od —Pe—2h<0, (14) 


其 中 ,我 们 已 经 令 


pe O( ta) 
Or WV Be ae! or WW Bae Vr 


=. b \ a E 
ae (7 woul a (=) TE 
TER 了 是 11) 的 特殊 情形 中 ， 不 等 式 (14) 简化 成 了 (13). 如 果 
《14) 成 立 , 那 么 可 以 应 用 定理 11. 此 外 ,如 果 人 在 T+ 上 KE D> 0,08 
么 定理 12 ERY. 


附注 .G1) 如 果 我 们 希望 交换 了 5r 的 作用 ,只 需 在 (13) 中 
用 de 代替 en BRS CE (14) 中 交换 一 一 VF 一 ac 和 一 上 十 
M5 一 ac 的 系数 .当然 ,K# 要 用 KERRE. 

Gi) 如 果 , 与 我 们 的 约定 相反 ，Fs TET- 的 左边 ,只 器 把 (13》 
或 (14) 中 的 ARMA, KE 保持 不 变 MERER + Ae] 
D o 必须 代 之 以 (二 十 Alu] 0, 而 在 定理 12 中 条 件 4 委 0 要 
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RASO. 

Gi) 下 面 的 例子 表明 条 件 (13) 或 (14) 是 必须 的 (也 可 参看 
Agmon, Nirenberg 和 Protter [1}，) 假 设 在 2 轴 的 区 间 (0, w] 上 
de 一 cc 二 ic<0， & 


(xD) =D, 
ult) = —1 + cos(2at/t), 
我 们 把 方程 (ZL, + al 一 0 写成 形式 
(& — 4) Lus — eu] = (de — FAD, 
Ermo RANY 0ce 时 是 正 的 .因为 在 C0, 0) 处 
u, 一 cx 一 0, 由 此 可 得 
ULO yta) = KO pt) — e001) > 0, 
Mele 在 DD 中 变 成 正 的 了 ， 这 与 定理 11 矛盾， 从 而 如 果 eCx,0》 
< 4, 就 与 定理 12 FE. 


习 a 
1. SRF 
Ll el =e — te + CL + tty = Ziet y 
计算 量 Ke MX 
2 .验证 算 子 
Llu] st — ten 
的 系数 当 : > 0 时 满足 不 等 式 组 (6)。 
3. 证 明 s = 0 的 解 在 由 正 * SALE AARDE- AA D hii 
足 弱 最 大 逢 原 理 , 在 不 满足 强 最 大 值 原理 . 
+ ,在 区 域 D; {0<r<1, 0<t<1} 中 对 算 于 
Ll tt] te 一 zt — zti 
确定 满足 不 等 式 组 (10) 的 函数 v. 
5, 在 区 域 D; {1 <x*<2,0<:<1} PHAP 
L[w]e—ty, + C+ te — (1 ate 
确定 使 定理 :11 的 假设 成 立 的 函数 “. 
6.(a) 试 确定 的 愈 ( 若 有 的 话 ) 使 算 子 
270+ 


Ll al Phy, = tor 
当 上 > 0 时 满足 不 等 式 (14)。 
(>) 确定 关于 4d le 的 不 等 式 ,使 算 子 
I[#] = tee — Ei d de et, #>0, >D 
满足 不 等 式 (14》 


SLA Goursat 问题 


我 们 再 来 考虑 区 域 丸 中 的 微分 不 等 式 (CL + Ale] > 0 其 中 
工 由 第 八 节 方程 《1) 给 出 。 假设 马 的 边界 的 一 部 分 是 C+ 特征 线 
T;, 而 男 一 部 分 由 基线 Ti x 一 elr) 一 Ao) AR, BO 
全 (dxi/dasdn1do) 满足 不 等 式 

aay ogden, dh g (an) 
(2) ee dot (5) >o. 

如 果 区 域 D 具 有 性 质 : ”通过 DD 的 每 一 点 C 部 有 位 于 DD 由 的 一 众 
C1 特征 线 AC 和 一 条 CRIER BC, MEAT EBET, E 
(AB 外 , 它 就 是 一 个 容许 区 域 ， 确 定 在 Ty 和 了 ,上 的 值 为 给 定 咯 
RM CL + Awl = 7 Ow, SEO RG Goursat 问题 。 


2 
网 8 图 9 


现在 我 们 假设 对 台中 的 每 一 点 5 存在 一 个 特征 四 边 形 
410'BC， 对 它 我 们 可 以 应 用 定理 12( 见 图 9)， 也 就 是 说 ,假设 存 
EER ", 它 满足 不 等 式 组 (10)。 并 在 0'4 上 满足 关系 式 


2Vb— oc +R 0. 
do_ 
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RIEBE DH A S0,(L + Alul SO, RETE KES O 
和 .4 <0, WA u RAMEE IRD BERUS CB BEA. 


dag 


因而 ,在 这 些 条 件 下 , ”的 非 负 最 大 值 必然 或 在 T; 上 或 在 T+ 上 这 
型. 因为 在 T+ 上 2 <0, REET 上 取 到 ， 下 一 个 定 


再 叙述 了 对 于 算 子 Ly = (89/8201) + Blar) + el9187) 的 
最 天 全 原理， 

定理 13. 假设 下 列 条 件 成 立 ; 

G) CL, + Aiu] = — un + dug + eu, + hu 0 
在 位 于 第 一 象限 中 夹 在 * 轴 和 和 斜率 非 负 的 曲线 T 之 间 的 区 域 刀 
中 成 立 。 


Gi) de—e +A 20, 

Gi) elx,0) <0, 

Gv) «,€2,9) <0, 

GW) EM E «<M MSO, 

Gi) ASO, 
那么 在 DD 中 

“<M, 

这 就 是 Agmon, Nirenberg 和 Prover[1] 原先 的 最 大 值 原理 ， 

更 一 般 地 如果“ 满足 CL AaS L 的 系数 满足 第 八 
节 的 不 等 式 (14) MBE. 上 KI > 0 我 们 有 同样 的 结果 . 
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习 题 
1. 显 式 地 确定 算 子 可 4] 二 rene 一 ztroz>0，r>0 的 C+ 和 5 特征 线 
IR. E Goursat 问题 的 一 个 容许 区 域 。 
2. 试 确定 函数 K9>0 应 满足 的 条 件 ， 使 等 在 由 一 条 特征 和 一 条 非特 
征 曲线 围 成 的 区 域 乙 中 ， 对 算 子 KE) 一 te 定理 13 RAB MR 


St 比较 定理 
和 椭圆 型 方程 的 情形 一 样 ， 我 们 可 以 把 双 曲 型 方程 的 各 种 定 
理 用 于 比值 x/p, 其 中 * 满足 微分 不 等 式 , 而 p 是 任 一 正 函数 ， 令 


五 一 二 。 
P 
我 们 可 得 


(E+ Dä] = sa. 十 月 [四 = Liu] + 2 (ap, + bp ie 
+ 2 es + cpa, + ££ +DL la, 


Ast RSL (L+ Ale) So BRT 
(L+ ial >So, 
Rh A=(L+ A elo. te 的 不 等 式 是 直接 乘 上 9 而 得 的 人 
等 式 。 所 以 关于 ”的 条 件 保 持 不 变 ， 但 是 ,K# 要 用 2W 号 一 ac 
全 Kip RRB. WA MEA LUA, ERA 
(LA) lel/p. 因此 ,如 果 我 们 有 满足 以 下 条 件 的 函数 9 
> 0 在 DUT4UT- 中 > 
abi — ar St + Kip 20 在 Ti 上 ， a) 
(L+ Da <0 在 DD 中， 
则 可 把 定理 12 SP a = w/w。 
不 难 构造 一 个 具有 性 质 (1) 的 函数 p。 例 如 ,在 
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(Li + Au] = ate + dite + eu, + hu 
的 情形 ,我 们 只 需 令 
g = et 
然后 选 户 充分 大 ,使 得 
CL + hip] =(P + gi + get hp <0 EDH, 


avi ae E+ Kip = (e ep BO Me OR 
z 


因此 ,对 于 这 个 方程 的 情形 ， 为 了 对 PCM BARKER 
班 * 唯 一 需要 的 条 件 就 是 第 八 节 的 (13)。 类 似 可 证 ,在 一 般 情形 下 
对 于 某 些 由 > 0 为 得 到 w/$ 的 最 大 值 原理 , 第 八 节 的 不 等 式 (14) 
已 是 足够 的 了 。 第 八 节 末尾 的 附注 (各 ?让 的 例子 表明 ， 条 件 (13) 
或 (14) 也 是 需要 的 。 


习 题 


Ch + fs] eu + xt 十 stat + zs 
验证 当 > 0 时 它 满足 第 八 节 的 不 等 式 (13)。 ARE EME. 使 得 
etow ERIR D:{0<x*<1, 0<:<1} 中 满足 最 大 值 原理 。 


第 十 一 节 ”高 维 波动 方程 


到 现在 为 正 ， 我 们 已 经 讨论 过 的 只 是 二 维 的 双 曲 型 方程 但 
是 在 很 多 物理 问题 中 ， 我 们 需要 讨论 在 三 维 或 更 高 维 数 的 空间 中 
的 双 曲 型 方程 能 初 人 问题 ， 最 简单 的 例子 是 三 维 波动 方程 
Ou On OW, 
Bet + oy Bp TIED a) 
它 是 张 紧 的 膜 在 单位 面积 上 的 法 向 力 1 EAS Pi Bie ie ot 
满足 的 方程 ， 

ot OEE e A 6x/6: 作 为 x,y 的 函数 ， 而 对 :之 0 求 
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xxyyyz)》 就 构成 了 初 值 问题 。 能 够 显 式 解 出 这 个 问题 (例如 ， 参 
看 Courant 和 Hibherti1l,p.20510 或 Gatabedian[ 1,p, 205]. ) 


alesy) = 24 f saty 0) gga 
Br 2oed Jertarcee AP 一 Poe 
+ Aff ue + $59 + 2:9) gray 
Doe} Néstorcr VP 2P 


-if Dele t Er EnD egg, G 
ah fema mye EE isan, © 
从 它 可 以 准 出 ,如 果 
a(x3750) = 0, 
u(x, y0) <0, 
le >p, 


W > oR 
uo, 
这 个 结论 是 一 个 非常 简单 的 最 大 值 原理 。 但 是 ， 对 -- 般 的 初 值 
u(x，y,0), 这 样 的 最 大 值 原理 却 不 成 立 .例如 ,车 我 们 取 * 一 x? 十 
PEM «BK De 一 0 满足 初始 条 件 
ean 当 工 生生 3 时 ， 
AKCxsys0) 一 410 Mri 时， 
0 “rest, 
wx,y,0) =0 
的 解 ,于 是 我 们 知道 对 任何 a> 0,0 < ulr, 0) <1, 34E afr, 
90) 无 穷 次 可 微 . 另 一 方面 , 当 上 > 3 时 ,从 (2) 我 们 有 
zx(0:0: 人 一 一 f (P — Pty etery, t3, 


Kie 


lim (0,0,1) = —[ (P? — 99+ — (P — 1y], 
由 此 可 知 , 对 充分 接近 0 的 «和 充分 接近 3 的 1, 一 x(0, 0, 7) 将 


D 本 书 有 中 译本 .一 一 译 者 注 
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TERA. 所 以 ,其 有 上 面 数据 的 波动 方程 不 能 满足 最 大 值 原 理 ， 
为 了 得 到 最 大 值 原理 , 我 们 把 微分 方程 (1) 对 : 求 微分 , 然后 
把 公式 (2) 用 于 u, RIAR 


wzsys 站 一己 2 i, a ukat Bry F190) jean 
Ôr lal lettuce AM 一 站 一 下 
AGL tn am 
Ya Mesne Jan fag 
0 


Dale + 5,7 + at) 
-dE dn, 


ie 
Saher Sfera y 
G) 

我 们 注意 到 当 + 一 0 时 微分 方程 可 以 写成 
snesy50) Aes950) 一 Keoy20。 A) 

所 以 wn(xsy50》 由 给 定数 据 决定 ， 
现在 ,从 + 一 0 到 任意 的 * 值 积分 式 (3), 可 得 公式 

May D ep) + wet 


de VP 


工作 tule + 89 + 9,0) jeg, 
+ ihe 做 Jpop y Se 
2 Dele + Esy + gr) 
t ay 如 > g 
= if an falf B AA LO E (5) 
Indo 9 jsazfaa<CaDz ~ rE 


这 个 公式 是 与 (2) 等 价 的 解 的 另 一 公式 . 当然， 我们 已 经 假设 了 
f 对 :可 微 ， 这 个 公式 (5) 只 包含 给 定 的 量 和 能 够 用 《4) 算出 的 
zt(xays0) 的 积分 。 
现在 ,从 (5) 亚 然 可 得, 如 果 
有 On 2, 
ukesy,0) <0, (6) 
wn xy20) <0, 
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则 
ux395) S u(asy20), 


事实 上 ,只 需要 在 相应 于 点 (x,y, 站 的 特征 锥 
(Eart Gy GY ORE 

中 的 GPD b MASAMI RT. 

因此 ,我 们 就 有 了 一 个 最 大 值 原理 ( 见 Weinstein [2,3]: 

ERM. 如 果 z* 在 半空 间 * > 9 中 的 区 域 DD 中 满足 条 件 
《6)， 并 且 妈 具有 性 质 : 它 包含 了 它 的 每 一 点 的 特征 锥 ,那么 * 在 
也 中 的 最 大 值 必 在 初始 平面 * = 0 上 达到 。 . 

类 似 的 结果 在 维 数 更 高 的 傅 形 也 成 立 ， 我 们 定义 


La 2, 2, 

ou 

laistas tatn) = > Se — OH 
Carska t sänt) Dire of? 


可 得 到 ， 如 果 


Zimo 在 D 中 ， 


Cam, 0) L0, i=l, a 
其 中 D 是 :之 0 TEADE P NDTERDRA 那么 x 在 D 


在 上 一 0 ae ou jor <, auja TL HU R w 
和 6u/8: 的 初 值 求 出 。 因 此 


0’: 
a Cig + 9090) 一 Dulas +++ xsd) — Dur #0) 


a. 
Fie 8490) = BSE Cy gts 0) 
= Dales 0) 


等 等 ( 见 Weinberger[3]). 
上 面 的 结果 可 用 来 估计 逼近 过 程 中 产生 的 误差 。 例 如， 考 虐 
问题 


hlu = use + uyy — tu =O, 
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ux,y,0) = gC, y)» 
a{x,y,0) = 0, 

我 们 关心 的 是 在 - 个 特定 点 :例如 说 , PCO,0,1) hiy e i. TE 
我 们 可 以 用 任何 一 种 我 们 乐意 的 方式 来 改变 gles y) EN a? + y? 
<1 以 外 的 什 , 而 不 会 影响 由 (5) 给 出 的 值 K0, 0, 1)， 特 别 是 ， 
我 们 能 够 把 在 正方 形 |x| < |?| < xz 之 外 延 拓 成 以 2 为 周 
期 的 周期 函数 。 

如 果 改 变 和 延 拓 之 后 的 函数 8 充分 光滑 , 就 能 够 用 8 的 Fou- 
rier 级 数 的 部 分 和 


N 
g= D) apeta 


We 


来 一 致 逼近 8, 于是, 我们 可 以 期 望 用 函数 
N 


v= J) amat cos Mmt me 


ma 


来 逼近 *。 假 设 当 [x| Sr ly] Saw 时 


我 们 能 不 能 说 le 一 vl 在 PC0,0,1) 很 小 呢 ? 我 们 知道 
DCs 一 四 一 0， 


-一 一 二 0 出 
or © )=0 当 * 一 0 时 ， 


UR 
fz 一 vf <e 4e=oRt, 

但 是 为 了 应 用 最 大 值 原 理 ， 这 桩 的 信息 是 不 够 的 。 我 们 需要 知道 
H “上 一 0 时 《5787Xz — o) <0 才能 够 得 出 点 也 处 urs 
6 的 结论 ， 现 在 ,由 微分 方程 我 们 有 

oF 
由 Fourier 级 数 微分 定理, 右 端 的 和 式 是 一 1Ag 的 Fourier 级 数 的 
一 个 部 分 和 .因此 ,如 果 Ag 光 漠 (例如 ， ZEST, 就 可 以 选取 
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x 
Go) = age DY Cm + ange, 
tea a 


六 使 得 


其 中 8&1 是 男 一 个 小 的 常数 。 
PAE RAS RA 


显然 这 个 函数 满足 


wu ven, 
2 


2 Cayo) ~ 0, 
Sr (50) Ss 


wlay, d) Se, 


内 此 ,由 最 大 值 原理 得 到 


这 意味 着 


WV ot) Se, 


wreset doe, 


同样 的 结论 对 v 一 * 也 成 立 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 在 点 PCO, 0, 1) 
处 ,事实 上 ,也 是 在 锥 志江 十 ,的 所 有 点 处 误差 的 界 


la—ol <et E sð, 


在 更 大 的 加 之 外 改变 v, HHO CRE EA AMKAN, WEE 
其 它 点 上 得 到 近似 值 和 误差 的 界 . 

定理 14 的 最 大 值 原理 已 被 Weinberge [3] 推广 到 包含 波动 
方程 的 一 类 三 维 方程 ,还 由 Sather [1,2,3] 推广 到 了 一 类 任何 维 


数 的 相当 一 般 的 双 


WHR LA. RAE Saher 在 维 情形 的 


结果 表明 ,定理 14 的 条 件 


22796 


an ai 
-i >o, Oat 0) <0, 1<i<n 
可 以 代 之 以 条 件 
ON Bin(x,0) _ ; 
DE SO, MEON 0 OLN, 
O* (50) 


OAT <0, 


其 中 是 满足 N > 二 Cn 一 27 的 任 一 整数 。( 奖 似 的 结果 可 见 
Carrellf2].) 


可 题 
1, 验 证 (2) 是 Oe = 上 的 解 . 
2. 对 [中 二 ws 十 tye 一 0 的 初 值 问题 的 解 ， 氢 述 与 定理 14 类 似 的 最 
KÉR. 


文 献 注 记 

P. Germain 和 R- Bader[1] 对 Tricomi 方程 ym + Hy = 0 得 到 了 双 
曲 型 方程 的 第 一 个 最 大 信 原 理 ， 这 个 结果 由 S Agmon, L. Nirenberg 和 M. 
H. Protter [1] 推广 到 了 更 一 般 的 方程 ， 利 用 这 些 定理 得 到 了 关于 混合 型 方 
往 在 区 域 的 一 部 分 中 是 酉 圆 型 ,而 在 另 一 部 分 中 是 双 曲 型 的 方程 ) 问 题 的 唯 
一 性 定理 。 C. S. Morawetz [1] 发 现 了 混合 型 方程 Ky) + wy 一 0 的 
另 一 个 形式 的 最 大 值 原理 ， 估 用 它 来 证 明了 一 个 不 同 的 唯一 性 定理 .在 F 
Tricomi [1] 和 Ae V- Bitsadze [1] 的 节 中 可 以 找到 关于 混合 型 方程 的 广泛 

H. F. Weinberger[2] 给 出 了 二 维 初 值 问题 的 最 大 值 不 理 ,M. H. Protter 
[11 eT Her. 

J. Schröder [1] 得 到 了 双 特 征 问题 的 不 同 的 最 大 值 原 理 . 

对 于 二 维 初 边 值 问题 的 更 一 般 的 最 大 入 原 理 已 经 由 D- Sather [4], L. 
E. Payne 和 D. Sather [1] 得 到 。 

二 维 非 线性 双 曲 型 方 程 的 比较 定理 和 误差 估计 是 由 W Walter 2,3) FO 
H. Gloistehn [2] 给 出 的 ， 其 它 的 参考 文献 可 在 W. Walter [3] 的 蔬 中 找到 ， 
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St KE AE ARR tte, 十 (RJD 一 ax = 0 CBuler-Poisson—Darboux Fy 
PORA ERMER A- Weinstein [2,3] 发 现 。 R. Caroli [1,2] 3} 137 
程 me + (km 一 ale] = 0 改进 和 推广 了 这 个 结果 ， 其 中 4 是 变量 ws 
zy 的 常 系数 微分 算 子 , 它 满足 比 靖 圆 性 稍 弱 的 般 设 . 

对 于 一 关 三 维 的 变 系数 方程 ，H，F，weiaperger [3] 给 出 了 一 个 圾 大 什 
FRM, D. Sather [1,2,3] 对 于 一 大 类 ” 维 方程 改进 和 推广 了 这 个 结 
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-AMAN uniformly elliptic 65,67 

一 致 双 曲 型 ”unitermly hyperbolic 235 

=H uniformly parabolic. 191,203 
AMIR one-dimensional maximum principle 1 
一 维 抛物 型 算 于 one-dimensional parabolic operator 191 


= a 
二 维 双 曲 型 算 于 two-dimensional hyperbolic operator 234 


三 图 周 定理 three-circles theorem 115,152,185,209 


ARE three-curves theorem 209 

柱 定理 three-eylinder theorem 227 
ERE three-parabolas theorem 214 
三 球 定理 three-spheres theorem 155 
ERR supremum 43 

上 极限 limit superior 62,110 

上 调和 superharmonic 63 

上 比较 函数 ”upper comparison function 39 
FAR infimum 43 

下 极限 limit inferior 78,110 

下 调和 subharmonic 63 

下 调和 函数 subharmonic function 63 
“FEE lower comparison function 39 
广义 最 大 值 原理 ”generalized maximum principle 10,84 


四 a 


比较 函数 comparison function 39 

比较 定理 comparison theorem 48,183,185,273 
区 域 domain v 

区 域 的 直径 diameter of domain 170 

方向 导数 directional derivative 75 
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外 一 omward ~ 75 
FZ open interval 1 
分 片 光 滑 piecewise smooth 94 
WEWE two-characteristic problem 25 
KEZA horizontal point of inflection 5 
五 画 
MENIM boundary value problem 13 
第 一 ~ fire 一 79 
第 二 一 second 一 82 
~ third 一 82 
SUE INAMAYSAE approximation in boundary value problem 88 
边界 条 件 boundary condition 13 
混合 一 mixed ~ 82 
边界 层 boundary layer 228 
FURST compressible fluid 180 
可 去 奇 点 removable singularity 120,218,227 
STAAL diagonalization 68 
YFKE diagonal matrix 68 
PRAE equilibrium temenrature 83 
SRE} mean value 6 
平均 值 定理 mean value theorem 54,61 
外 方向 导数 outward directional derivative 75 
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RHEE principle of causality 187 
WRH closed interval 1 
JHMF adjoint operator 236 
JM conjugate point 9 
BR derivative 

余 法 向 一 conormal ~ 77,237 

方向 一 directional ~ 75 

法 向 一 normal ~ 77 
导数 的 界 hounds for derivatives 27,163 ,164,167,170,184 
WAWR) subsonic flow 180 
全 电荷 total charge 144 
mA convex function 153 
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应 力 的 大 小 magnitude of stress 174 

WAAR stress function 174 

初 值 问题 initial value problem 12,245 

SAINI approximation in initial value problem. 27,227 
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PDAM initial-boundary value problem 250 
PUKE initial condition 12 
连续 依赖 于 数据 continuous dependence on data 18,41,93 
圾 小 虹 通 方程 minimal surface equation 178 
HRP parabolic operatar 

一 般 一 general ~ 203 

—~ one-dimensioual ~ [91 

一 致 ~ uniformly 191,203 
抛物 组 parabolic system(s) 220,227,228 
{ARPE quasilincar 181 
伸缩 stretching 68 
严格 不 等 式 strict inequality 1 
余 法 向 导数 ”conormal derivative 77,237 
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拐点 point of inflection 5 
REM linear operator v 
线 狂 变换 的 特征 向 是” eigenvector of a linear transformation 68 
HERB nonlinear aperator 54,176,184,218,227, 280 
~HORPE ellipticity of ~ 176,219 
HHE parabolic ~ 219 
革 向 导数 normal derivative 77 
WEN potential function 174 
BDE wave equation 229 
BMAF wave operator 232 
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面积 平均 值 定理 ares mean-value theorem 162 
BEA consecutive zeros 49,53 
HRM difference quotient 27 
JEME mauix 
WH~ diagonal ~ 68 
一 的 特征 值 eigenvalue of ~ 68 
正 交 ~ orthogonal ~ 66 
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RE capacity 144,145 
导体 的 一 ~ of 2 conductor 147 
球 的 一 一 of asphere 148 

WIE characteristic 235,256 
~k ~ coordinates 264 
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wm HA 一 curve 78,235,256 
一 三 角形 ~ triangle 229,236,257 
特征 函数 eigenfunction 42,104 
特征 值 cigenvalue 42,104 
第 一 ~ first ~ 43,47,48 
一 问题 “一 problem 42,104 
最 小 一 smalles ~ 43,47,48,107 
一 的 下 界 lower bounds for ~s 42,44,106,184 
矩阵 的 一 ~s of 2 matrix 58 
FHLB bounds for eigenvalues 42,105,184 
流动 flow 
BRS fluid ~ 173,180 
亚 音速 一 subsonic ~ 180 
NR stream function 181 
HR stcamlines 181 
调和 的 harmonic 59 
WRB harmonic function 59 
WMZ harmonic polynomial 93 
MEREN derivatives of harmonic functions 162 
热传导 方程 heat equation 186 
RAEE oscillation theorem 48 
SH (PH weakly coupled elliptic system 225 


BASH weakly coupled parabolic systems 220,227,228 


BM) FH wave equation in high dimensions 274 
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第 一 边 秆 问题 first boundary value problem 79 

第 一 特征 值 first eigenvalue 43 

itia third boundary value problem 82 

YARED HR clastic range 174 

EBE gradient 60 

HAA mixed boundary conditions 82 

EMG rotation 66 
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SEAM chain rule 66,264 
ELM divergence 60 
一 定理 “一 thcotem 94 
温度 temperature 82, 186 
边界 ~ boundary~ 82 
平衡 一 equilibriam~ 83 
一 分 布 mdistribution £2 
部 小 特征 站 smaliest eigenvalue 43, 47,48, 107 
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十 三 区 以 上 


障碍 obstacle 173 

AEKA plastic region 174 

{Hi radiation herocl 246 

静电 容 electroxttic capacity 145 

BA electrostatic potential 171 

算 CHEB principal part of an operawr 的 
WOLF eliptic operator 64 
LWW clliptic-paraholic equation 228 
WAA elliptic system 184,225 
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Berwoulli 关系 ”Sereoulli relation 180 

Bestel HLA Besset function 29,250 

Canchy [Ali Cauchy problem 245 

Dirichlet 问题 Dirichlet probiem 79 

Buler-Poisson-Darboux 3/¥f uler-Poisson-Darboux equation 281 
Goursat [oil Gonrsat problem 271 


Green T4 Green's identities 94 
Green 第 一 记 等 式 Green's first identity 95 
Green 第 二 恒等式 Green's second identity 95 


Green EMGAR Green's third identity 98,108 
Green HR Green's function 94 

Laplace 算 子 的 一 ”一 for the laplac operacor 99 
Hadamard ZAARA Hadamard 由 ree<circles theorem 152 
Harnack RẸ Harnack inequalities 125 
Heiuc-Borel 定理 Heine-Borel theorem 129 
Hermite 多 项 式 Hermite polynomial 253 
Laplace 算 子 “Laplace operator 59 
Liouville 定理 Liouville’s theorem 131,142,154 
Monge-Ampere 方程 、Monge-Ampere equation 179 
Neumann k Neumann function 100 
Neumann A Neumann problem 82 
Phragmèn-Lindeldf 原理 “Phragmen-Liadelat principle 109 
Poisson 方程 Poisson equation 79 
Poisson 公式 Poisson formula 126 
Riemann 函数 ”Riemann's function 247 
Riemann 方法 Riemana’s method 229 
Robin f4 Robin function 100 
Stokes HERE Stokes’ theorem 230 
Sturn: 振动 定理 Sturmian oscillation theorem 49 
Vticomi SF Tricomi operator 244,280 
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